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Introduction 



Cet article concerne la classification des courbes gauches, c'est-à-dire l'étude du 
schéma de Hilbert H^ g des courbes (localement Cohen-Macaulay et équidimensionnelles) , 
de degré d et genre arithmétique g, de P 3 (espace projectif de dimension 3 sur un corps k 
algébriquement clos). Il s'inscrit dans le programme énoncé voilà déjà plusieurs années par 
deux d'entre nous dans [MDP1]. La voie d'accès au schéma de Hilbert que nous privilégions 
est l'utilisation du module de Rao. Si on pose R = k[X, Y, Z, T], le module de Rao d'une 
courbe C est le .R-module gradué de longueur finie : 

M c = Q)H 1 Jc{n). 
nez 

L'utilisation de ce module a conduit à stratifier le schéma de Hilbert Hd, g par les sous- 
schémas à cohomologie constante H ljP sur lesquels les dimensions h % Jc{n) des espaces 
de cohomologie sont constantes et déterminées par les fonctions 7 (liée à la postulation 
h°J c (n)) et p(n) = h x J c (n), cf. [MDP1] VI, (la spécialité h 2 J c {n) = h l O c {n) est 
déterminée par les deux autres). Sur le schéma H lp on a un morphisme $ : H lp — > 
E p (à valeurs dans le foncteur des structures de modules de dimensions indiquées par la 
fonction p), qui à une courbe C associe son module de Rao Me- L'étude de Ha, g est alors 
décomposée en trois étapes : l'étape du bas qui consiste à étudier E p et a été abordée 
notamment dans [MDP2] (cf. aussi [G]), l'étape intermédiaire qui revient à étudier $ et 
qui a été résolue dans [MDP1] VII : $ est lisse, irréductible et on connaît la dimension 
de ses fibres, et enfin l'étape du haut qui étudie le recollement des H 1;P pour obtenir des 
informations globales sur H di9 . 

C'est de cette dernière étape dont il est question ici. L'objectif est d'analyser les 
spécialisations dans le schéma de Hilbert H^ g ; précisément, si H (resp. H) est une 
composante irréductible de H 1(hPo (resp. H JjP ), on cherche à quelles conditions Hq est 
adhérente à H (i.e. Hq C H), voire faiblement adhérente (i.e. Hq n H ^ 0). 

Cette dernière condition signifie simplement qu'il existe une famille de courbes 
paramétrée par un anneau de valuation discrète A, dont le point spécial Cq est dans 
Hq et dont le point générique C est dans H. 

Une question fondamentale, mais sans doute difficile, est de donner des conditions 
nécessaires et suffisantes à l'existence de telles familles. Il y a, en tous cas, deux conditions 
nécessaires. La première est une condition de semi-continuité sur les dimensions des espaces 
de cohomologie : si C est une spécialisation de C on a les inégalités h % Jc{n) < h % Jc {n) 
pour tout i et tout n. La deuxième concerne les structures des modules de Rao : on montre 
(cf. 5.9 ci-dessous) que le module Me est une déformation plate d'un sous-quotient (i.e. 
un quotient d'un sous- module), de Mc - Cette condition est à la base de notre approche 
de la question, via les modules de Rao. 

Dans le cas des courbes sur un corps on sait, à partir d'un module de longueur finie 
M, décrire les courbes (notamment minimales) de la classe de biliaison qu'il définit. Cela 
repose essentiellement sur le calcul de la fonction q associée à M, cf. [MDP1] IV. Notre 
objectif ici est de généraliser ce processus pour construire des familles de courbes. 
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Pour cela, il faut disposer d'une notion qui généralise au cas des familles de courbes 
celle de module de Rao ordinaire (i.e. de module de longueur finie). On est ainsi à la 
recherche, pour tout anneau noethérien A, d'un ensemble ©(A) dont les éléments permet- 
tent de décrire les familles de modules de Rao de dimensions variables paramétrées par 
A. On doit aussi disposer d'une application ^a de Hd, g (A) dans S (A) qui associe à une 
famille de courbes C paramétrée par A un élément \& a(C) de Q(A) qui décrive la variation 
des modules de Rao des courbes de la famille. Plus précisément, si on s'inspire du rôle que 
jouent les modules de Rao ordinaires vis à vis des courbes sur un corps on attend d'une 
telle application les propriétés suivantes : 

1) une propriété de surjectivité : tout élément de @(A), vérifiant des conditions conve- 
nables est, à décalage près, image par ^a d'une famille de courbes (dans le cas ordinaire, 
tout module de longueur finie est, à décalage près, le module de Rao d'une courbe : ceci 
est l'une des assertions du théorème de Rao, cf. [R]), 

2) une description des fibres de ^a '■ deux familles de courbes ayant même image par 
^ A à décalage près, sont dans la même classe de biliaison ou liaison paire (dans le cas 
ordinaire c'est le deuxième point du théorème de Rao, cf. [R]), 

3) une description des familles minimales : en complément du point 1), un élément de 
Q(A) étant donné, il s'agit de décrire les familles minimales (au sens du moindre décalage) 
qui lui correspondent (dans le cas ordinaire c'est le calcul des courbes minimales effectué 
dans [MDP1] IV via la fonction q) et de décrire les autres familles (et en particulier de 
préciser les décalages possibles) à partir de celles-ci (c'est l'analogue pour les familles du 
théorème de Lazarsfeld-Rao qui montre qu'on passe des courbes minimales aux autres par 
des biliaisons élémentaires ascendantes, cf. [LR], [BBM] ou [MDP1] IV), 

4) une notion de dualité sur les éléments de Q(A) qui corresponde sur les courbes à 
la notion de liaison impaire, (généralisation, là encore, du théorème de Rao), 

5) enfin, une étude de l'application \1/ qui généralise dans la mesure du possible les 
assertions de lissité et d'irréductibilité formelles du théorème de l'étape intermédiaire (cf. 
[MDP1] VII 1.1 et 1.5). Cette étude, qui nécessite de munir d'une structure algébrique, 
passe par la généralisation au cas des familles des notions de résolutions de type N et E, 
cf. [MDP1]. 

L'objectif de cet article est de poser les bases de la théorie en définissant la notion 
de triade qui va être la généralisation de celle de module de Rao (Q(A) sera l'ensemble 
des triades sur A modulo une certaine relation de pseudo-isomorphisme), en définissant 
la flèche ^a et en montrant, sur un anneau local, la plupart des propriétés attendues : 
la surjectivité 1), le lien avec la biliaison 2), la description des familles minimales et le 
théorème de Lazarsfeld-Rao 3), la dualité et son lien avec la liaison impaire 4) et en 
introduisant les notions de faisceau triadique et de résolutions (triadiques) de type N et E 
de 5). 

Via les faisceaux triadiques qui jouent un rôle d'intermédiaire entre courbes et triades, 
les démonstrations des points 1) à 4) ci-dessus reposent en grande partie sur nos deux 
articles [HMDP1] et [HMDP2]. 

Commençons par expliquer les idées qui conduisent à la notion de triade. 
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Pour définir ©(A) et ^ a, une idée (trop) simple consiste à prendre pour 0(A) 
l'ensemble des classes d'isomorphisme de Ra = A [X, Y, Z, T] -modules gradués Ma = 
Ma, h tels que les Ma, u soient de type fini sur A et presque tous nuls, puis à prendre 
comme application ^a celle qui associe à une famille de courbes C la famille de modules 
HlJc = ® neZ H\PA,Jc(n)). 

Cette formule permet de définir, sur le sous-schéma des courbes à cohomologie cons- 
tante, le morphisme évoqué plus haut $ : H 1}P — > E p , mais elle n'est pas valable sur H d ^ g 
tout entier. La raison fondamentale de ce fait est que si C est une famille de courbes qui 
n'est pas à spécialité constante ( 1 ) le A- module H\Jc ne commute pas au changement 
de base, c'est-à-dire que le module de Rao d'une fibre C ® A k(t) n'est pas le module 
voir l'exemple de la famille C2 ci-dessous. On ne peut donc se contenter 
pour décrire la variation du module de Rao dans une famille de courbes de considérer un 
-Ryi-module global Ma et ses fibres Ma ®a k(t). 

L'idée que nous proposons pour surmonter cette difficulté s'inspire de ce que l'on fait 
pour prouver les théorèmes de cohomologie et changement de base, cf. par exemple [AG] 
III §12. Elle consiste, dans un premier temps, à regarder les foncteurs V : Q 1— ► V(Q), de la 
catégorie des A-modules dans la catégorie des .R^-modules gradués (en pensant notamment 
comme A-modules aux corps résiduels k(t) pour t ET). Bien sûr, un A-module M A fournit 
un cas particulier de tel foncteur, celui qui associe à Q le module gradué Ma ®a Q, mais 
plus généralement, à une famille de courbes C quelconque est associé le foncteur de Rao 
Vc '■ Q !— > © n£ z H 1 (P a, Jc{p) ®A Q) qui décrit en particulier la variation du module de 
Rao en les points de T. 

Bien entendu, si l'on ne fait pas d'hypothèses complémentaires, cette notion de fonc- 
teur est trop grossière. Nous allons examiner quelques exemples de familles de courbes 
et, pour déterminer les foncteurs associés, tenter de comprendre comment varient leurs 
résolutions. 

Les deux premiers exemples concernent le schéma Hq^. Ce schéma contient une 
composante dont la courbe générale C est ACM (arithmétiquement de Cohen-Macaulay 
c'est-à-dire dont le module de Rao est nul). 

Il contient aussi deux autres schémas H lp qui sont tous deux formés de courbes de la 
classe de liaison de la réunion de deux droites disjointes (i.e. les courbes dont le module 
de Rao est égal à k = R/(X, Y, Z,T) en un unique degré). Le premier est le schéma H\ 
dont la courbe générale C\ est une courbe de bidegré (4, 2) sur une quadrique, de module 
de Rao k(— 2) (le module égal à k mais concentré en degré 2). Le deuxième est le schéma 
H 2 qui a pour courbe générale C2 la réunion d'une quartique plane et de deux droites qui 
la coupent chacune en un point, avec comme module de Rao k{— 1). 

Il y a une famille Ci, à spécialité constante, paramétrée par un anneau de valuation 
discrète d'uniformisante a qui joint C et Ci. Cette famille admet la résolution "de type 
JV" (cf. [MDP1] VII 2.6) suivante : 

-> R A (-±f -> [Ra(-?>Y © R a (-2)^Ra(-2)} ^Ic 2 ^0 



( 1 ) La première approche de ce type de questions, semble avoir été effectuée, dans ce cas 
particulier de la spécialité constante, par Ballico et Bolondi, cf. [BB]. 
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avec d\ = (X, Y, Z, T, a) (on note [A— —>B] le noyau de u) . On voit aussitôt que pour 
a inversible, c'est-à-dire au point générique de SpecA, le facteur R A (—2) se simplifie, 
donnant la courbe ACM C. Dans ce cas, la variation du module de Rao est décrite par le 
module global H\ J Cl = M A = Coker d x = R A /(a, X, V, Z, T)(-2). 

Il y a aussi une famille C 2 , à postulation constante, qui joint C et C 2 . Cette fois, la 
famille admet la résolution "de type E" suivante (avec le même d\) : 

-> R A (-5)^R A (-4) 4 © R A (-5) -> i? A (-3) 4 © i^(-4) -> 7 Ca -> 

(cf. [MDP1] VII 2.1) et on voit, là encore, la simplification du terme R A (— 5) au point 
générique. 

Cependant, comme cette famille vérifie Ma = H\Jc 2 = alors que certaines courbes 
de la famille sont dans la classe de deux droites, donc ont un module de Rao non nul, il 
est clair que la variation du module de Rao ne peut être décrite par le module M A . 

Dans les deux exemples précédents la famille C± (resp. C 2 ) admet une résolution à trois 
termes, de type N (resp. E)( 2 ) et le passage de la courbe spéciale à la courbe générique 
correspond à une simplification évidente de la résolution. L'exemple suivant montre que les 
choses peuvent être plus complexes lorsque la famille n'est ni à spécialité, ni à postulation 
constante. 

Considérons le schéma iÏ4,o- H possède deux composantes, toutes deux de dimension 
16, l'une Hi dont la courbe générale Ci est une courbe de bidegré (3, 1) sur une quadrique, 
de module de Rao k(— 1), l'autre H 2 dont la courbe générale C 2 est réunion disjointe 
d'une cubique plane et d'une droite et a un module de Rao du type de R/(X, Y, Z, T 3 ) de 
dimensions 1, 1, 1, en degrés 0, 1, 2.( 3 ) Voici les résolutions de type E de ces courbes : 

-> R(-5) -> R(-4) 4 -> R(-2) © R(-3) 3 -> I Cl -> 

-> i?(-6) -> R(-3) © #(-5) 3 -> i?(-2) 2 © #(-4) 2 -> 7 Ca -> 0. 

Bien que les composantes iïi et H 2 vérifient les conditions nécessaires sur la cohomologie 
et le module de Rao pour que H 2 H H\ soit non vide, il n'est nullement évident, au vu de 
ces résolutions, pas plus d'ailleurs qu'avec celles de type N, de dire s'il peut exister une 
famille de courbes de point générique dans Hi et de point spécial dans H 2 . En particulier, 
à l'inverse des exemples ci-dessus, aucune simplification n'est apparente. Pourtant, nous 
verrons au §5 qu'il existe bien une telle famille. 

On comprend un peu mieux ce phénomène si on note qu'il y a dans l'idéal de C 2 
une équation de degré 2 de plus que dans celui de Ci et si on supprime cette équation en 
désaturant l'idéal Ic 2 - Par exemple, si C 2 est réunion de (X, Y) et de (Z, T 3 ) ( 4 ), son idéal 
est (XZ, YZ, 1T 3 , YT 3 ) et, si on remplace YZ par les équations XYZ, Y 2 Z, YZ 2 , YZT, 

( 2 ) mais pas l'inverse ! 

( 3 ) On notera que k(— 1) est un sous-quotient de ce module. 

( 4 ) Cet exemple est choisi parce que le calcul est facile, mais les courbes de H 2 réunions 
disjointes d'une cubique et d'une droite ne sont pas dans l'adhérence de H\. Il faut utiliser 
des structures multiples, cf. 5.22, mais le calcul de la résolution du désaturé est identique. 
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ce qui ne change pas C 2 , on obtient un idéal J non saturé dont la résolution a quatre 
termes est : 

-> R(-6) -> #(-5) 4 ©#(-6) -> #(-4) 6 ©#(-5) 3 -> #(-2)©#(-3) 3 ©#(-4) 2 -> J -> 

et là, on voit, après simplifications d'un 6, de trois 5 et de deux 4 apparaître les chiffres de 
la résolution de Ic\ dans celle de J (bien entendu, cf. la note ( 4 ), ce calcul ne prouve pas 
l'existence d'une famille mais il donne un indice numérique favorable). 

L'idée fondamentale que nous voulons éclairer par cet exemple c'est qu'on ne saurait 
comprendre les familles générales de courbes (celles qui ne sont ni à spécialité, ni à pos- 
tulation constante) si l'on ne tolère pas cette opération de désaturation (cf. 2.12), avec 
comme conséquence inéluctable l'apparition de résolutions à quatre termes des idéaux. 

A cet égard, nous définissons ci-dessous des résolutions de type E "cotriadiques" du 
faisceau d'idéaux Je, cf. 3.1. Il s'agit de résolutions de la forme 0— >£— >Jc— >() 
où S est localement libre et défini par une suite exacte — > £5 — > £4 — > £3 — > S — > avec 
T et les Ci dissociés (i.e., dans le cas d'un anneau local, somme directe finie de faisceaux 
inversibles). Nous utilisons aussi la notion duale de résolution de type N "triadique" de la 
forme : — > V — > M — > Je — > 0, où M est défini par une suite exacte — > M — > £1 — > 
£0 — > £-1 — > avec P et les Ci dissociés. Par rapport à une résolution de type E (resp. 
N) sur un corps, on notera la présence du terme supplémentaire £5 (resp. £-1). 

Nous montrons dans ce travail que si C est une famille de courbes sur un anneau local 
A il existe effectivement des résolutions de type E et N triadiques (cf. 3.1). L'intérêt de 
ces résolutions est de répondre à la question de la nature du foncteur Vc défini ci-dessus 
et qui décrit la variation du module de Rao. On montre en effet par un petit calcul 
cohomologique que, si L. = (Li — > Lq — > est le complexe de .R^-modules gradués 

associé à une résolution de type N, on a Vc(Q) = ho(L. ® Q), où ho désigne l'homologie 
en degré du complexe. On notera que c'est aussi cette homologie qui apparaît dans les 
théorèmes de cohomologie et changement de base. 

Le complexe L. ci-dessus est appelé une triade. C'est cette notion qui généralise celle 
de module de Rao et l'application consiste donc à remplacer une famille de courbes, 
c'est-à-dire, via les résolutions de type N, un complexe à quatre termes, par une triade, 
c'est-à-dire un complexe à trois termes. 

Examinons maintenant le plan de ce travail et les résultats obtenus. 

Le paragraphe 1 est consacré à mettre en place et à étudier la notion de triade. 

Une triade est un complexe de ^-modules gradués L. = (Li— !->Lo— ^E-i) avec 
notamment des hypothèses de finitude sur ses groupes d'homologie, cf. 1.10 pour une 
définition précise. Un cas particulier important est celui des triades majeures (cf. 1.13). 

On définit le foncteur V associé à une triade (cf. 1.3) : c'est le foncteur hç>(L. © .) 
(cf. aussi 1.36). 

On définit ensuite un pseudo-isomorphisme entre deux triades (en abrégé un psi, cf. 
1.7) : c'est un morphisme de complexes qui induit un isomorphisme sur les foncteurs V et 
un monomorphisme sur les foncteurs h-\(L. © .) et on dit que deux triades sont pseudo- 
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isomorphes si elles sont reliées par une chaîne de psi. On établit le lemme 1.19 qui permet 
de se limiter à des chaînes à deux maillons (à la manière de Verdier, cf. [V]). 

Deux triades pseudo-isomorphes définissent le même foncteur, mais la réciproque est 
fausse (cf. 1.35.c). Si on est sur un anneau de valuation discrète toute triade est pseudo- 
isomorphe à une unique triade majeure dite élémentaire (cf. 1.32), caractérisée par le fait 
que son conoyau h-i(L.) est de torsion. 

On définit en 1.26 la notion de triade duale (définie à psi près). 

Le paragraphe 2 est consacré à l'étude des faisceaux triadiques. Il s'agit (cf. 2.3) des 
faisceaux Af qui s'insèrent dans une suite exacte — > Af — > Ci — > Cq ^ £_i — > 0, avec les 
Ci dissociés. Il y a une équivalence de catégories entre la catégorie des triades majeures, 
à homotopie près, et celle des faisceaux triadiques, la correspondance envoyant une triade 
L. sur le faisceau Af associé à son noyau N = hi(L.). On montre (là encore à l'aide d'un 
lemme de Verdier 2.11), que les psi de triades et ceux de faisceaux (définis comme dans 
[HMDP1]) se correspondent (cf. 2.14). Dans le cas d'un anneau de valuation discrète, on 
montre que les triades élémentaires correspondent aux faisceaux extravertis minimaux de 
[HMDP1], cf. 2.15. 

Le paragraphe 3 fait le lien entre familles de courbes, triades et faisceaux triadiques. 
On commence par montrer, par deux méthodes (l'une par désaturation et liaison l'autre par 
troncature à partir du complexe Rr*j7~c), l'existence de résolutions de type N triadiques 
(i.e. dont le faisceau Af est triadique). On définit ensuite (cf. 3.6) une triade de Rao 
associée à une famille de courbes comme la triade associée au faisceau Af d'une résolution 
de type N triadique de C. Cette triade est bien définie à psi près. Le foncteur associé n'est 
autre que le foncteur de Rao Vq défini ci-dessus. 

On obtient ainsi la flèche $ a évoquée plus haut qui associe à une famille de courbes C 
la classe de triades de ses triades de Rao T(C) (pour la relation de pseudo-isomorphisme) 
et on prouve, à l'aide de [HMDP1], le résultat suivant : 

Théorème 3.9. (Théorème de Rao pour les triades) On suppose A local à corps résiduel 
infini. Soient C et C deux familles plates de courbes paramétrées par A et soient L, et L _ 
des triades de Rao de C et C . Alors, C et C sont dans la même classe de biliaison si et 
seulement si les triades L. et L # sont pseudo-isomorphes, à décalage près (i.e. s'il existe 
un entier h tel que Von ait T(C) =T (C')(h) ). 

Puis, grâce aux résultats de [HMDP2] exprimés en termes de triades, on montre la 
généralisation de l'assertion de surjectivité (toujours à décalage près) du théorème de Rao 
(i.e. de l'application ^a) '■ 

Théorème 3.10. On suppose A local à corps résiduel infini. Soit L. une triade. Il 
existe une famille de courbes C telle que la triade de Rao de C soit pseudo-isomorphe à L., 
à décalage près. 

Plus précisément, le théorème suivant donne exactement l'image de ^>a, i.e. les 
décalages possibles. Il contient aussi la généralisation du théorème de Lazarsfeld-Rao : 

Théorème 3.11. On suppose A local à corps résiduel infini. Soit L. une triade, T 
sa classe de pseudo-isomorphisme, Af un faisceau triadique associé et soit Afo le faisceau 
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extraverti minimal (unique) de la classe de pseudo-isomorphisme de N (cf. [HMDP1] 2.14). 
Soit q = çjv la fonction q de Afo (cf. [HMDP2] 2.4) et soit ho = J2 neZ nq(n) + deg A/o- 

1) Il existe une famille de courbes Cq et une résolution — > Vo — > Ao — > Jc (^o) — ► avec 
Po dissocié. La classe de triade associée à Co est égaie à T(—ho). 

2) Si Ci est une famille de courbes telle que T{Ci) = T(—h), on a h > h . Si d et g (resp. 
do et go) sont respectivement le degré et le genre de Ci (resp. Co) on a d > do et g > go. 

3) Réciproquement, pour tout h > ho il existe une famille de courbes Ci avec T(Ci) = 
T{-h). 

4) Si de plus on ah = ho, Ci et Co sont jointes par une déformation à cohomologie uniforme 
(cf. [HMDP2] 2.8) et triade constante. 

On dit que Cq est une famille minimale de courbes. 

Les autres familles de courbes de la classe de biliaison s'obtiennent à partir de Cq par 
des biliaisons élémentaires suivies d'une déformation à cohomologie uniforme et triade 
constante. 

Enfin, on a le lien entre dualité et liaison impaire : 

Théorème 3.13. On suppose A local à corps résiduel infini. Soient C et C deux 
familles plates de courbes paramétrées par A, et soient L. et L r des triades de Rao de C et 
C Alors, C et C sont liées par un nombre impair de liaisons élémentaires si et seulement 
si les triades L, et L _ sont duales à psi près et à décalage près, i.e. s'il existe un entier h 
tel que L.(h) soit pseudo-isomorphe à une triade duale de L . 

Le paragraphe 4 établit un dictionnaire reliant courbes, faisceaux et triades. On y 
caractérise les triades dites modulaires (celles qui sont définies par un it^-module) et on 
montre qu'elles correspondent aux familles de courbes à spécialité constante. On définit 
aussi la notion duale de triade représentable qui correspond aux familles de courbes à 
postulation constante. 

Le paragraphe 5 est essentiellement constitué d'exemples. On y reprend, comme fil 
conducteur, le troisième des exemples étudiés ci-dessus : les courbes de degré 4 et genre 0. 

On montre (cf. 5.8) que si on a une triade sur un anneau de valuation discrète, la 
valeur du foncteur V au point générique est une déformation plate d'un sous-quotient de 
la valeur de V au point fermé. Il en résulte (cf. 5.9) qu'on a ce même résultat pour les 
modules de Rao aux points générique et fermé d'une famille de courbes. 

On montre, réciproquement, (cf. 5.15) que si on a deux modules gradués M et Mq 
de longueur finie tels que M soit un sous-quotient de Mo il existe une triade dite triviale, 
paramétrée par un anneau de valuation discrète, dont les valeurs du foncteur associé au 
point fermé (resp. générique) sont M (resp. M). Ce résultat permet de construire de 
nombreux exemples de triades et de déterminer les familles minimales associées grâce à 
l'algorithme développé dans [HMDP2] §3 (cf. 5.17, 5.18). 

Cependant on constate dans de nombreux cas (et notamment celui qui est censé mener 
à une famille (4, 0)) que cette construction n'est pas optimale, au sens où elle ne donne pas 
des familles de degré assez petit. On reprend donc la construction précédente avec plus de 
soin en montrant comment construire de "meilleures" triades. Cette méthode conduit en 
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particulier à la construction d'une famille de courbes de et à la preuve de la connexité 
du schéma de Hilbert H^ q (cf. 5.21). 

Plus généralement, les applications à l'étude du schéma de Hilbert des courbes de 
la notion de triade semblent prometteuses, car elles donnent un moyen systématique de 
construire des familles de courbes dans tous les cas et en particulier le cas non trivial où 
ces familles ne sont ni à postulation, ni à spécialité constante. Ces constructions jouent 
notamment un rôle essentiel dans les problèmes de connexité, cf. par exemple [AA]. 

0. Notations et préliminaires. 

Si A est un anneau noethérien, on note l'espace projectif de dimension 3 sur A et 
Ra l'anneau A[X, Y, Z, T]. Si JF est un faisceau cohérent sur on note H 1 T le A-module 
H l {V\, T). On pose = n£Z I\F(n) et H*? = (B n€Z WTin) pour i > 0. Lorsque 
A = k est un corps on pose R = Rk, P 3 = P| et on note h % T la dimension de H 1 T . 

a) Modules gradués. 

Soit A un anneau noethérien. On désigne par Mod a la catégorie des A-modules et par 
Gtr a la catégorie des -R^-modules gradués, avec comme morphismes les homomorphismes 
de degré zéro. Ce sont des catégories abéliennes. 

Si M est un ir^-module gradué le module décalé M(d) est le module M muni de la 
graduation définie par M(d) n = M n+ d- 

Si M est un .Ryi-module gradué et r un entier, M >r = © n>r M n est un sous-module 
gradué de M. Le quotient M/M >r est noté M< r . C'est aussi un it^-module gradué, dont 
les composantes de degré < r sont isomorphes à celles de M et qui est nul en degré > r. 
Les foncteurs M i— > M >r etMn M< r de Gr^ A dans elle-même sont appelés foncteurs de 
troncature et ils sont exacts. 

Un i?^-module dissocié est un module de la forme 

r 

F = 0M,® A R A (-ni), 
i=i 

où les rii sont des entiers et les Mj des A-modules projectifs de type fini. Si A est local tout 
module dissocié est libre. On vérifie que les modules dissociés sont des objets projectifs 
dans la catégorie Gr^ A . 

De même, on introduit la notion de faisceau dissocié sur P^ : c'est un faisceau de 
la forme 

r 
i=l 

où les rii sont des entiers et les Mi des A-modules projectifs de type fini. Si le module F 
est dissocié le faisceau associé F l'est aussi ; si le faisceau T est dissocié le module H^J 7 
l'est aussi. 

Si M est un ir^-module gradué et Q un A-module, on a une structure de -R^-module 
gradué sur M ®^ Q en posant (M ®a Q)n = M n ®^ Q. Sous ces mêmes hypothèses on 
pose 

Homgr A (M,Q) = Hom A (M_ n , Q) 
nez 
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et on définit une structure de -R^-module gradué sur Homgr A (M, Q) en posant (X.f)(x) = 
/(A.*). 

Si M et N sont des -Ryi-modules gradués et d un entier on note Hom Ra (M, N) l'espace 
des homomorphismes de .R^-modules, homogènes de degré d et on pose 

Homgr Ra (M, N) = Hom Ra (M, N) . 

6j Modules duaux. 

Nous rappelons ici les deux notions de modules duaux d'un .R^-module gradué M, les 
modules M v et M* qu'on prendra garde à ne pas confondre. 

Si M est un ir^-module gradué, on définit son dual (sur Ra) comme le module M v = 
Homgr Ra (M, Ra)- Si M est un it^-module de type fini, M v est simplement le module 
Hom fîA (M, R A ). Si M est libre gradué, M = 0[ =1 R A (-ni), on a M v = 0J" =1 

Si M est un i?^-module gradué on définit le module dual (sur A) M* de M comme 
Homgr A (M, A). On a donc M* = n6Z (M n )*, avec (M n )* = Hom A (M n , A) ; ce module 
est gradué par (M*) n = Hom a(M- u , A) et sa structure de itU-niodule définie par Xf(x) = 
f(Xx). 

Un cas particulier de module dual est le module R* A qui est gradué en degrés < 0. 
Précisément, (Ra*)-u est un A-module libre de dimension ( n ^ 3 )- On notera les formules 

(R A (d)y = R* A (—d) et (M< r )* = (M*)>_ r . 

L'application M i— > M* définit un foncteur contravariant de la catégorie Gv Ra dans 
elle-même. De plus, si l'on se restreint aux .R^-modules gradués dont les composantes de 
tous degrés sont des A-modules projectifs de type fini, le foncteur M \-+ M* est exact et 
involutif. 

La proposition suivante précise les liens entre les modules duaux et la cohomologie sur 
l'espace projectif dans le cas dissocié : 

Proposition 0.1. 

1) Soit L un R A -module dissocié, C le faisceau sur P A associé. On a H®(P A , C) = L. 

2) Soit C un faisceau dissocié et soit L = H°(P 3 A , C). On a H°(P A , £ v ) = L v . 

c) Fondeurs. 

On considère ici, pour l'essentiel, des foncteurs covariants de la catégorie Mod A dans 
elle-même ou dans la catégorie Gr^ A . Un tel foncteur V : Mod^ — > Gr^ A est une somme 
directe de foncteurs V n : Mod^ — > Mod^ et est muni d'une opération graduée de R A 
(c'est-à-dire, pour tout A-module Q, de morphismes R A x V(Q) — > V(Q) homogènes de 
degré et fonctoriels en Q). Si V est un tel foncteur, le foncteur décalé V(h) est défini 
par la formule [V(h)(Q)] n = V(Q) n+h . 

Les foncteurs considérés seront toujours supposés A-linéaires. 

Nous utiliserons la théorie des foncteurs cohérents due à Auslander (cf. [H]). Un 
foncteur A-linéaire V : Mod A — > Mod A est dit cohérent s'il est conoyau d'un morphisme 
de foncteurs Hom A (M, .) — > Hom^iV, .) avec M, iV deux A- modules de type fini. 
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Pour les foncteurs cohérents on a une théorie de la dualité : si V s'écrit comme conoyau 
d'un morphisme Hom^(M, .) — > Hom^(iV, .) on définit le foncteur dual V* comme le 
noyau du morphisme N <S>a • ~~ * M <S>a •• C'est un foncteur cohérent et l'opération * est 
involutive : on a V** = V. 

Si V = deZ Vd : Mod a — > Gvji a est un foncteur tel que, pour tout degré d, Vd 
soit un foncteur cohérent, on définit le dual de V par la formule V* = d6Z (^-d)*- Ce 
foncteur est à valeurs dans Gtr a . 

Proposition 0.2. 

1 ) Avec les notations précédentes, si V est exact à droite (c'est-à-dire de la forme V(A)<S>a-) } 
on a un isomorphisme de R A-modules gradués : V* (A) ~ (V (A))*. 

2) Si T est un faisceau cohérent localement libre sur P r A on a un isomorphisme de Ra- 
modules gradués : {HIT)* ~ H°F w (-r - 1). 

3) Soit C un faisceau dissocié sur P^ et soit L = H®(P A ,C). On a un isomorphisme de 
R A-modules gradués : H^(P% C) ~ (L v (-4))*. 

Démonstration. 1) Posons M = V(A). On a donc V n (A) = M n . Par définition 
on a (V*) n = (V_ n )*, donc (V*) n (A) = Hom^(M_ n ,A), cf. [H] 4.1. On en déduit 
l' isomorphisme cherché. 

2) On applique le point 1) au foncteur H^T^a-) qui est exact à droite et la conclusion 
vient de [H] 7.6. 

3) résulte de 2) et de 0.1.2. 

d) Dualité de Grothendieck et graduation. 

Dans ce paragraphe nous donnons une variante graduée du théorème de dualité de 
Grothendieck. Pour tout ce qui concerne les catégories dérivées on renvoie à [RD] . 

Posons X = P r A et Y = Spec A et soit / : X — > Y la projection canonique. Soit Mod x 
la catégorie des Ox-modules et T>(X) la catégorie dérivée de Modx- On note V + (X) 
(resp. V~(X)) la sous-catégorie correspondant aux complexes bornés inférieurement (resp. 
supérieurement) et V qc (X) la sous-catégorie des complexes à cohomologie quasi-cohérente. 
De même on note V{A),V + {A), ... et V(Ra) 7 ••• les catégories dérivées de Mod a et Gt Ra . 

Comme Mod x a assez d'injectifs, le foncteur de Mod x dans Gr# A admet un 
foncteur dérivé RP* : V + (X) — > V + (Ra). Si J est un objet injectif de Modx il en est de 
même de J{n) et on en déduit la formule (Rr !|! jF) n = RP jF(n). 

Soient J 7 et G £ Modx- On pose 

Hom x , t (f,Ç) = 0Hom x (f,Ç(«)) = Hom x (f(-n), G), 
nez nez 

On peut calculer le foncteur dérivé de Homx, *(•>•) en utilisant, par exemple, des 
résolutions injectives de la seconde variable et on obtient 

RHomx,*(. , •) : V~ (X) x V+(X) -> V+(R A ). 

Ce foncteur est compatible avec la graduation et redonne donc le foncteur RHom usuel 
en degré n. 
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On considère aussi le foncteur défini au paragraphe a) 

Homgr A (. , .) : Gt Ra x Mod A -> Gt Ra 
et son dérivé RHomgr A (. , .). On a un morphisme de foncteurs 

Hom x ,*(. , •) -> Homgr ,T(.)) 
et, au niveau des catégories dérivées, on a le lemme suivant : 

Lemme 0.3. Soient T' G D~(X) et G' G V + (X). Il existe un morphisme fonctoriel 
V? : RHomj^P,^) -> RHomgr A (Rr*(JF-), RT(0'))- 



Démonstration. On notera que nous avons utilisé Rr* pour T' mais RIT pour Ç/\ La 
preuve est analogue à celle de [RD] II, 5.5, p. 103. On représente T' par un com- 
plexe de faisceaux acy cliques pour T* (par exemple des faisceaux flasques) et Q' par 
un complexe de faisceaux injectifs. Comme Q' est injectif on a RHomx,*(P,Ç') = 
Homx ]t (J', G') et ce dernier complexe s'envoie dans Homgr ^T^J 7 ', TQ') qui n'est autre 
que Homgr A (Rr*(J r "), HT(G')) car JF* est acyclique et G' injectif. En composant avec le 
morphisme canonique Homgr — > RHomgr on obtient ip. 

On peut maintenant définir le morphisme de dualité. Soit u = Q x /y = ^Pa(~ r ~ 1) 
le faisceau dualisant relatif. On pose, pour G' G V + (A), f^(G') = f*(G') ®u>[r], cf. [RD] 
p. 145. Pour T- G V~(X) et G' G V+(A) on définit le morphisme de dualité 

9 : RHom x,*(F', pG') — > RHomgr A (Rr„ (.P ) , G* ) 

comme composé du morphisme (p défini en 0.3 et du morphisme trace t : RT/"(G") — > G*, 
cf. [RD] III, 4.3, p. 155. On a alors le théorème suivant : 

Théorème 0.4. Pour tout T' G V~ C (X) et tout G' G V + (A) le morphisme 9 est un 
isomorphisme. 

Démonstration. Le théorème résulte de [RD] III, 5.1, p. 161 appliqué en chaque degré. 

Corollaire 0.5. Soit T un faisceau localement libre de type Uni sur P A . On a un 
isomorphisme fonctoriel dans V + (R A ) : 

9 : Rr,^ v (-4) [3] ~ RHomgr A (RT*F, A). 

Démonstration. On prend G' = A. On a alors f^A = u [3] = O p (-4) [3] par définition 
de Par ailleurs, comme T est localement libre de type fini on a Homx^Ç) = 
r(J rV <g> Q), d'où le résultat. 
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e) Courbes. 

Sur un corps k on appelle courbe un sous-schéma de Pf de dimension 1, sans com- 
posante ponctuelle (immergée ou non), c'est-à-dire localement de Cohen-Macaulay. Cette 
notion est stable par extension du corps de base, cf. [M], remarque p. 182. 

Si T est un schéma, une famille de courbes C sur T (on dira simplement une courbe 
de Py), est un sous-schéma fermé de P^, plat sur T, et dont les fibres sont des courbes au 
sens précédent. On note Oc le faisceau structural de C, Je le faisceau d'idéaux qui définit 
C dans P^ et Iq son idéal saturé : Iq = n(E N H°Jc{n). 

1. La définition des triades. 

On reprend les notations du paragraphe : A désigne un anneau noethérien et Ra 
l'anneau de polynômes A[X, Y, Z, T]. 

a) Complexes et fondeurs associés. 

Nous considérons dans toute la suite des complexes L. = (Li— ^Lo— -^L-i) dans la 
catégorie Gr^ A . Le groupe d'homologie d'indice i d'un tel complexe est noté hi(L.). C'est 
un ir^-module gradué. 

Définition 1.1. Soit L. = (L\ — ^Lq — ^->L_i) un complexe. Les RA-modules gradués 
N = hi(L,), H = h (L,), C = ft_i(L.) sont appelés respectivement noyau, cœur et 
conoyau du complexe. rf „ 

Le complexe dual L_ est le complexe L*_ 1 —^Lq—^L\, cf. § 0. Si u : L. — > L m est un 

morphisme on note u* le morphisme induit sur les complexes duaux. 

Le complexe décalé L.(n) est le complexe défini par les modules décalés, cf. § : 

Li(n) — >L (n) — >L-i(n). 

Les complexes tronqués L.< r et L. >s sont les complexes obtenus en tronquant les modules 
L i} cf. § 0. 

On notera que la flèche d se factorise par E = Coker d\ en une flèche d. On a ainsi 
une suite exacte 

-> H -> E-^L-i -> C -> 0, 
qui fournit un élément de Ext^ A (C, H). 

Définition 1.2. Soit L. = (Li-^->L -^->L_i) un complexe de RA-modules gradués. 
On pose Li = neZ L ijn . On dit que L. est un complexe adéquat si les L ijn sont des 
A-modules plats et de type fini pour tout i et tout n (donc projectifs). 

On notera que l'ensemble des complexes adéquats est stable par les opérations de 
troncature, de somme directe et de dualité et que la dualité est involutive. 

Définition 1.3. Soit L. = (Li — ^Lq — ^->L_i) un complexe adéquat. Pour i = 1,0,-1 
on considère le fondeur hi(L. <S>a •) de Mod^ dans Gr^ A qui à un A-module Q associe 
hi{L, ®a Q)- On appelle foncteur associé à L. et ou note V L% le fondeur h (L. ®a •)• 

Les foncteurs h\(L. <S>a •) et h-i(L. ®a •) d'un complexe adéquat s'échangent par 
dualité au sens du paragraphe c), cf. [H] 4.3. Précisément h\{{L m ) n <g> .) est dual de 
ft,_i((L.)_ n ®^ .). De même on a V^ L *^ = (V L J* avec renversement de la graduation. 
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Le lemme suivant est immédiat : 

Lemme 1.4. Soit L. = (L\—^>Lq— un complexe adéquat, E = Coker<ii, 
<i : E — > L_i la flèche déduite de d\ (cf. ci-dessus), V le fondeur associé. Alors, pour tout 
A-module Q, on a un isomorphisme fonctoriel en Q : Ker (d® Q) ~ V"(Q). 

Lemme 1.5. Soient L. = {L\— ^L -^L_i) un complexe adéquat, H et C le cœur et 
le conoyau de L,, V le foncteur associé. Soit Q un A-module quelconque. On a une suite 
exacte fonctorielle en Q : 

Tor^(C,Q) -> if ® A Q -> F (Q) -> Torf (C, Q) -> 0. 



Démonstration, (cf. aussi [H] 3.6) On pose if = Imiio et E 1 = Coker<ii. On a les suites 
exactes 0-^H^E^K^0et0^K^ L_i — > C — > 0. En tensorisant par Q on 
obtient les suites exactes 

Tor f (k, ® A <5^E® A g^if® A g^o 

et, comme L_i est plat, 

-> Tor f (C, Q) -> if <g> ^ Q -> L_i <g> a Q -> C <g> A Q -> 0. 
On pose Mq = Coker-u et on applique le lemme du serpent au diagramme suivant 

o ^ m q ^ e® a q -> if«u<2 ^ o 
! Il ! 

-> V(Q) -> E® A Q ^ L_ X ® A Q 

(en vertu de 1.4 le module V(Q) est le noyau de d ® Q). Le résultat s'ensuit aisément en 
tenant compte de l'égalité Tor f (if, Q) = Tor £(C, Q). 

b) Pseudo-isomorphismes. 

On rappelle qu'un quasi-isomorphisme de complexes (un qis) est un morphisme qui 
induit un isomorphisme sur les groupes d'homologie. Le résultat suivant précise l'effet d'un 
qis sur les foncteurs. Sa preuve est identique à celle de la dernière assertion de [AG] III 
12.3 : 

Proposition 1.6. Soit u : L. — > L[ un morphisme de complexes. On suppose que u 
est un qis et que les modules Li et L\ sont plats sur A. Alors, u induit un isomorphisme 
de foncteurs hi{L m ®a •) hi(L^ <S>a •) pour tout i. 

La notion de pseudo-isomorphisme, qui va jouer jouer un rôle essentiel dans ce qui 
suit, apparaît alors comme une forme affaiblie de celle de qis : 
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Définition 1.7. Soit u : L. — > L_ un morphisme de complexes adéquats. On dit 
que u est un pseudo-isomorphisme (en abrégé un psi) s'il induit un isomorphisme de 
fondeurs : h (L.®A-) — ► ^o(-^.<S>A-) et un monomorphisme de fondeurs : h-\(L.®A-) — ► 
/i_i(L' ® a •)• 

Le résultat suivant est immédiat : 

Proposition 1.8. 

a) Le composé de deux psz est un psz, 

b) si g o f et g sont des psi, il en est de même de f , 

c) un morphisme homotope à un psi est un psi, 

d) si u est un qis, u est un psi. 

Proposition 1.9. Soit L. un complexe adéquat. 

On suppose que les fondeurs ho(L. <S>a •) et h-i(L, 0^ .) sont bornés supérieurement, i.e. 
qu'on a hi(L n <S>a •) = pour i = 0, — 1 et n > r. Alors, la projection L. — * L.< r est un 
psi qui induit un isomorphisme sur les conoyaux et un épimorphisme sur les fondeurs h\. 

Démonstration. La suite exacte de complexes — > L. >r — > L. — >L.< r — > est scindée 
comme suite de A-modules, donc reste exacte quand on tensorise par un A-module Q. 
Comme l'homologie de L.> r <8u • en degrés et —1 est nulle, la suite d'homologie associée 
donne le résultat. 

c) Triades. 

Définition 1.10. Soit L. = (L\— ULo-^L_i) un complexe adéquat. 

On dit que L, est une triade si le noyau N = h\(L.) est un R A-module de type fini et si 

le cœur H = h (L .) et le conoyau C = h-i(L.) sont des A-modules de type fini. 

Définition 1.11. Un morphisme (resp. un pseudo-isomorphisme) de triades n'est rien 
d'autre qu'un morphisme (resp. un pseudo-isomorphisme) de complexes. On dit que deux 
triades L. et L m sont équivalentes pour la relation de pseudo-isomorphisme (ou simplement 

sont pseudo-isomorphes) s'il existe une chaîne de psi qui les joint, dans laquelle les L_ 
sont des triades : 

s \ / \ / \ 

L L (2) L (n " 1} L' 



Remarques 1.12. 

1) Nous verrons au paragraphe j) comment on peut donner une définition plus générale 
des triades et des psi dans le cas de complexes non nécessairement adéquats (i.e. sans 
hypothèses de platitude). Nous n'avons pas souhaité introduire ce raffinement au début 
de ce texte afin de ne pas trop l'alourdir. Toutes les triades envisagées dans cet article, à 
l'exception de celles du § j), seront des complexes adéquats. 

2) L'existence d'un pseudo-isomorphisme entre deux triades implique que les les foncteurs 
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associés sont isomorphes, mais la réciproque est inexacte comme on le verra plus loin (cf. 
1.35 c). 

3) Si L. est une triade les foncteurs /i_i(L. ®a .) et ho(L M <S>a •) sont bornés (Le., leurs 
composantes de degrés C et > sont nulles). Pour h-\ cela résulte de la formule 
h-i(L. <S>a •) = C<S>a • et pour ho de 1.5. Le foncteur h\ est borné inférieurement. En effet, 
pour n < on a N n = H n = C n = 0, de sorte que la suite — > Li >n — > Lo, n — ► £-i,n 
est exacte et, comme L_i n est plat sur A, elle le reste par tensorisation par un A-module 
Q. 

d) Triades majeures. 

Définition 1.13. On appelle triade majeure une triade L. = (Li— ^Lo-^->L-i) dans 
laquelle les Li sont des R A-modules dissociés (donc libres si A est local). 

Soit L. = (Li — ^>L — ^->L_i) un complexe. Rappelons qu'une résolution libre de L. 
est un complexe F . = (Fj)j>_i de F^-modules gradués libres, avec un qis u : F. — > L.. 
Il est clair qu'une telle résolution libre existe toujours (mais le complexe F. a, en général, 
plus que trois termes). 

Proposition 1.14. Toute triade L. admet une résolution majeure : il existe une 
triade majeure M. et un psi u : M . — > L. qui induit, de plus, un isomorphisme sur les 
conoyaux et un épimorphisme sur les foncteurs h\ . 

Démonstration. En vertu de [AG] III 12.3 il existe une résolution F . de L. avec les Fi 
libres de type fini sur Ra- On obtient M. en ne gardant que les termes de degrés —1, 0, 1 : 
M. = (F 1 -> F -> F_x). 

Remarque 1.15. Attention, l'emploi du mot résolution en 1.14 est un abus de langage : 
une résolution majeure n'est pas une résolution projective du complexe au sens usuel 
car la flèche u n'est pas un qis (elle n'est que surjective sur les noyaux). Cependant 
on passe aisément d'une notion à l'autre. Si on a une résolution libre de type fini on 
obtient une résolution majeure en tronquant comme ci-dessus. Inversement, si on a une 
résolution majeure on la prolonge en une résolution projective par le processus suivant : 
on a u : M. — > L. qui induit un morphisme surjectif u : N' — > N sur les noyaux. Soit Q le 
noyau de u et soit • • • — > F3 — > F2 — > Q — > une résolution libre de Q. Alors le complexe 
F. = (•••—> F3 — > F 2 — > Mi — > M — > M_i) donne une résolution projective de L. avec 
un diagramme commutatif: 

M. -> F. 

\ u I 
£. 

On dit que F # = (•••—> F3 —> F2) est une queue pour la triade M.. 

e) Étude des pseudo-isomorphismes de triades. 

Nous donnons d'abord une caractérisation des psi : 
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Proposition 1.16. Un morphisme de triades f : L. — > L[ est un psi si et seulement 
s 'il vérifie les propriétés suivantes : 

a) f induit un isomorphisme H ~ H' sur les cœurs, 

b) f induit une injection C — > C des conoyaux et le quotient D = C'/C est plat sur A. 
Si de plus f induit une surjection N — > N' sur les noyaux, f est un psi qui induit un 
épimorphisme sur les fondeurs h\. 

Démonstration. Supposons d'abord que / soit un psi. On en déduit que H = V(A) et 
H' = V'(A) sont isomorphes et que / induit une injection C — > C dont on note D le 
conoyau. Comme V et V sont isomorphes, il résulte de 1.5 que Torf (C, .) — > Tor^(C", .) 
est un isomorphisme et, avec la suite exacte 

Torf(C,.) ->Tor^(C7',.) ->Tor^(D,.) -> C ® . -> C" ® . 

et le mono morphisme de foncteurs C <8> • — > C" <8> ., on en déduit Torf (D, .) = 0, donc D 
plat sur A. 

Inversement, si on a la suite exacte O^C^C'^D^O avec D plat sur A le 
morphisme C (g) . — > C" (g) . est un monomorphisme et Tor^(C, .) — > Tor ^(C, .) est un 
isomorphisme pour % > 0. Si, de plus, on a if ~ H' on conclut, avec 1.5, que V et V sont 
isomorphes, donc que / est un psi. 

Si de plus / induit une surjection iV — > N', montrons que pour un A-module Q 
le morphisme h\(L. ®a Q) h\{L m ®a Q) est surjectif. C'est vrai pour Q = A par 
hypothèse, donc aussi pour Q libre sur A. Dans le cas général on prend une résolution 
O^G-^F^Q^O avec F libre. Comme les Li sont plats on en déduit une suite exacte 
de complexes : 

0^L.®G^L.®F^L.®Q^0 

et de même pour L[. En déroulant l'homologie on a le diagramme commutatif de suites 
exactes : 

h^L.^F) -> /n(L.<g>Q) -> h Q {L.®G) -> h Q {L.®F) 



h x {L\®F) -> h^L^Q) -> h (L.®G) -> h {L\®F) 

Le morphisme a est surjectif car F est libre et 7 et 5 sont des isomorphismes car it est un 
psi II en résulte que /5 est surjectif. 

[/n "lemme de Verdier". 

Les propositions qui suivent ont pour but d'établir un lemme de calcul de fractions 
pour la relation de pseudo-isomorphisme 1.11 du type de celui de Verdier (cf. [V]) qui 
permet de se ramener à des chaînes de psi de longueur 2. 

Proposition 1.17. Soient L.,l[,l'' des triades et u : L. —> L[ et v : L. — * h" m des 

morphismes. On suppose que u induit un isomorphisme H ~ H' sur les cœurs et une 
injection C — > C' sur les conoyaux. On pose D = C'/C. Alors, il existe une triade L_ et 
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des morphismes u' : h'[ — > l/" et : L[ — > l/" avec w'i> = î/it à homotopie près et tels 
que u' induise un isomorphisme H" ~ H'" sur les cœurs, une injection C" — > C" sur les 
conoyaux, avec le même quotient C" /C" ~ D. On a donc le diagramme suivant : 




Démonstration. Quitte à rajouter des queues (formées de i?^-modules de type fini) 
comme en 1.15 on peut supposer que L.,L > ,L < sont des complexes définis pour i > — 1 
avec comme seuls modules d'homologie non nuls les cœurs et les conoyaux. Comme la 
catégorie des complexes est triangulée ([RD] I 2) on peut insérer le morphisme u dans un 
triangle L. — >L_ — > X . — > L.[— 1] où le complexe X . est le cône de u, donc est adéquat. 
On obtient une suite exacte d'homologie 

• • • hç)L, — > YiqL h — > hoX . — > h-iL. — > h-\L % — > h-\X . — > h-iL . 

dont on déduit qu'on a h_\X . = C /C = D et /i^X. = pour i 7^ —1. 

On considère ensuite le morphisme composé X. — > L.[— 1] — > L_ [—1] que l'on insère 
dans un triangle L # — > L_ — > A. — > L_ [— lj avec L # adéquat. La suite exacte longue 
analogue pour ce triangle montre que le noyau de L_ est nul et que u' induit un isomor- 
phisme des coeurs H" ~ H'" et une injection des conoyaux C" — > C" avec pour quotient 
D. 

Enfin, l'existence du morphisme v' commutant, à homotopie près, avec les autres 
résulte de l'axiome (TR3) des catégories triangulées ([RD] p. 21). Il ne reste plus qu'à 
couper les queues des complexes obtenus pour retrouver les triades cherchées (la finitude 
des noyaux résulte du fait que les queues sont formées de .R^-modules de type fini). 

Corollaire 1.18. On reprend les notations de 1.17 et on suppose que u est un psi. 
Alors u' est un psi. De plus, si v est aussi un psi, il en est de même de v' . 

Démonstration. Si u est un psi le module D est plat sur A (cf. 1.16), donc u' est aussi 
un psi. Si v est un psi, le composé u'v aussi et donc aussi v'u qui lui est homotope (cf. 
1.8). On vérifie enfin que v 1 induit un isomorphisme H' ~ H'" et une injection C — > C" 
avec C" /C ~ C" /C donc plat sur A puisque v est un psi. 

Corollaire 1.19. (Lemme de Verdier pour les triades) Soient L. et L[ deux triades 
pseudo-isomorphes. Alors il existe une triade h'[ et des psi L. — > L'[ et L[ — > L'[. 

Démonstration. Par récurrence sur la longueur de la chaîne de psi joignant L. et L[ en 
utilisant 1.18. 

Attention, on n'a pas, en général, l'analogue du lemme de Verdier avec les flèches en 
sens inverse. Voir cependant 2.d) pour un succédané. 
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Proposition 1.20. (Lemme de factorisation) Soient u : Z. — > h" m et v : l[ — > Z" deux 
morphismes de triades. On suppose : 

a) que v induit un isomorphisme H' ~ ZZ" sur Jes cœurs et uue injection C — > C" sur ies 
couoyaux, 

b) que le morphisme C — > C" induit par u se factorise par C , 

c) que Z. est une triade majeure. 

Alors il existe un morphisme w : L. — > Z # tel que l'ou ait -u = utu à homotopie près. 

Démonstration. Comme dans 1.15 on peut supposer, en ajoutant des queues, que les 
triades sont des complexes définis pour % > — 1, avec seulement deux groupes d'homologie 
non nuls. 

On complète le morphisme v en un triangle Z_ L_ — > X . — > L\— 1]. L'hypothèse a) 
montre que l'on a h-\X . = C" /C = D et que les autres groupes d'homologie de X. sont 
nuls. On complète ensuite le morphisme composé Z. — > X. en un triangle Z. — > L. — > 
X. — > 1]. La suite exacte d'homologie donne alors ZZ'" ~ ZZ et une suite exacte : 

_> c"" -> C -> D -> h- 2 (L"'), 

et, puisque le morphisme C — > C" se factorise par C" on voit que C — * D est nul, donc 
C" ~ C. 

En vertu de l'axiome (TR3) on a un morphisme Z. — > Z. qui rend commutatif, à 
homotopie près, le diagramme suivant : 

L'/' - Z. - X. - L'."[-l] 

J, J, || J, 

z; - z" - x. - <[-!] 



On notera que le groupe h- 2 L m peut être non nul. On remplace donc L % par Z # = 
■ ■ ■ L'I' -> Lq" -> Z_i(L'") -> (où Z-x{h"') est le noyau de Z'^ -> L'1' 2 ) et on a un 
morphisme canonique — > Z_ qui induit un isomorphisme sur les hi pour i > — 1. 
Alors, le morphisme Z # — > L. est un çzs. Comme Z. est une triade majeure, il résulte de 
[RD] I, 4.5, p. 41 (appliqué en renversant les flèches et avec des libres au lieu d'injectifs) 
que ce morphisme a un inverse à homotopie près. Le morphisme cherché s'obtient en 
composant Z. — > L™ — » Z. — > Z # . 

Avec cette proposition et 1.8 on obtient : 

Corollaire 1.21. Soient u : Z. — » l/' et v : l/ — > l/' deux psz, avec L. majeure. On 
suppose que le morphisme C — > C" induit par u se factorise par C . Alors il existe un psi 
w : Z. — > L_ vérifiant u = vw à homotopie près. 

Corollaire 1.22. (Lemme de Verdier pour les triades majeures) Si L. et z' sont deux 
triades majeures pseudo-isomorphes il existe une triade majeure L et des psi Z . — > Z et 

z'.^z';. 

Démonstration. En vertu du lemme de Verdier on a Z, qui minore les deux triades. On 
regarde alors la résolution majeure M. de h'[ et on conclut par 1.21. 
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g) Triades duales. 

Soit L. une triade. Le complexe dual L* n'est pas, en général, une triade. En effet, si 
le cœur et le noyau de L, sont des A-modules de type fini, le conoyau n'est pas, en général, 
de type fini sur A (considérer par exemple, la triade L. = (Ra — > 0)). Nous allons 
contourner cette difficulté en utilisant une troncature, mais la triade duale sera définie 
seulement à psi près. 

Pour établir les propriétés essentielles de la dualité nous aurons besoin de deux notions 
supplémentaires et de deux lemmes concernant ces notions : 

Définition 1.23. 

1) On appelle triade mineure une triade P. dans laquelle les RA-modules Pi sont de 
type fini sur A. 

2) Un pseudo-isomorphisme fort de complexes adéquats (en abrégé un psi fort) est un 
psi qui induit un épimorphisme de fondeurs : h\{L, ®a •) h\(L m ®a •)• 

Lemme 1.24. 

1) Soit L. une triade majeure, p : L. — » L.< r la projection canonique. Alors, L,< r est une 
triade mineure et, si r est assez grand, p est un psi fort qui induit un isomorphisme sur les 
conoyaux. Cette opération de troncature est fonctorielle. 

2) Toute triade est pseudo-isomorphe à une triade mineure, précisément, si L. est une 
triade, il existe deux triades M. et P. avec M , majeure et P. mineure et des psi forts 
u : M . -> L. et v : M . -> P.. 

Démonstration. 

1) Comme L. est une triade majeure les modules L i n sont nuls pour n C 0, donc 
les modules tronqués L^< r sont de type fini sur A et L.< r est bien une triade mineure. 
Comme C et H sont de type fini sur A on a C n = H n = pour n»0, disons pour n > r 
et on en déduit que les foncteurs ho(L. >r <S>a •) et h-\(L m>r ®a •) sont nuls. On conclut 
alors par 1.9. Le point 2) résulte de 1.14 et de 1). 

Lemme 1.25. 

1) Le dual d'un psi fort est un psi fort. 

2) Soit u : L. — * L % un psi entre deux triades. Il existe une triade L_ et des psi forts 
v : L'I — > L. et w : h'[ — > L_ (mais le triangle n'est pas, en général, commutatif) . 

Sur l'ensemble des triades les relations d'équivalence engendrées par les psi et les psi forts 
sont les mêmes. 

Démonstration. Le point 1) est clair. Pour 2), soit N' le noyau de L[ et tt : F — > N' 
une résolution libre de N'. On pose L"_\ = Lq = L , d,Q = d , L'[ = L\ © F et 

d'I = (di,0). On pose ensuite V-i = Id, = Id, v\ = (Id, 0) et W-i = it_i, wç, = uq et 
wi = (u\, iir) où % est l'injection de N' dans L[ et on a la propriété requise. 

Proposition-définition 1.26. 

Soit L. une triade, et soit L_ le complexe dual. 

1) Il existe un entier r tel que, pour tout n < r, les foncteurs hi((L % ) n <HuO et hç,((L t ) n ®A-) 
soient nuls. Un tel entier sera dit convenable. 

2) Si r est convenable le complexe (L t ) >r est une triade et l'inclusion j : (Lj >r C L_ est 
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un psi fort. On dit que (L # ) >r est une triade duale de L.. 

Si r et r' sont deux entiers convenables avec r' < r l'inclusion j r ,r' : (L. )>r C (L > ) >r / est 
un psi fort. Si on a trois entiers convenables avec r" < r' < r on a j r , r 'jr',r" = dry ■ 

Démonstration. Le point 1) est conséquence du fait que les foncteurs hi((L*) n ®a .) et 
ho((L^ ) n <S>a •) sont respectivement duaux de /i_i((L.)_ n <S>a •) et /i ((£.)- n ®A •) qui sont 
nuls pour n < et n > (cf. 1.12.3). 

Comme h\(L, ®a •) est borné inférieurement, cf. 1.12.3, /i_i(L < <S>a •) est borné 
supérieurement et il est clair alors que (L. )> r est une triade. On considère la suite exacte 
de complexes — > (L*) >r ^-^L* — > (L*)< r — > 0. La suite d'homologie associée jointe aux 
hypothèses de nullité sur (Lj< r montre que j est un psi fort. La dernière propriété est 
claire. 

La proposition suivante résume les propriétés de la dualité : 
Proposition 1.27. 

0) Si P . est une triade mineure le complexe P _ (qui est aussi une triade mineure) est une 
triade duale de P,. 

1) Soient M. et M # deux triades duales de L. et L m respectivement. Si L. et L m sont 
pseudo-isomorphes il en est de même de M . et M # . 

2) Si M . est une triade duale de L,, L. est pseudo-isomorphe à toute triade duale de M .. 

3) Le foncteur associé à une duale de L. est ]e ciuai (cf. § 0) du fondeur associé à L.. 

4) Si L. est une triade, M . une triade majeure et si on a un morphisme de complexes 
u : M . — > L # qui est un psz, M. est pseudo-isomorphe à toute triade duale de L,. 

Démonstration. Pour le point 0), si P . est une triade mineure il en est de même de P* 
donc, pour r assez petit, onaP_ = (P m ) >r . On conclut par 1.26. 

Montrons l'assertion 1). Si L. et L[ sont pseudo-isomorphes on peut, en vertu de 
1.25.2, les joindre par une chaîne de psi forts entre des triades (L.)j. On a alors, par 
1.25.1, des psi forts entre les complexes duaux ((L.)j)* qui induisent, pour r assez petit, 
des psi entre les complexes tronqués. Il en résulte que les complexes tronqués associés à 
L m et L # (c'est-à-dire les triades duales) sont pseudo-isomorphes. 

Soit P . une triade mineure pseudo-isomorphe à L. (cf. 1.24.2). Les points 0) et 1) ci- 
dessus montrent successivement que M. est pseudo-isomorphe àP_, puis que toute triade 
duale de M. est pseudo-isomorphe à (P )* = P., donc aussi à L., ce qui établit le point 
2). 

L'assertion sur les foncteurs résulte de [H] 4.3 (cf. 1.3) et du fait que l'inclusion 
(Lj >r Cl est un psi. 

Montrons le point 4). Pour r assez petit (L m )> r est une triade duale de L. et, comme 
M. est majeure, u se factorise en M.— ^(L*) >r — 7 -^L*. Comme u et j sont des psi, on 
conclut par 1.8. 

h) Triades minimales, triades élémentaires. 

Proposition-Définition 1.28. 1) L'ensemble des R,A-modules gradués C qui sont de 
type fini sur A est (partiellement) ordonné par la relation : C -< C's'il existe u : C — > C , 
R A-Hnéaire, injectif avec C /C plat sur A. 
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2) L'ensemble des triades pseudo-isomorphes à une triade donnée est préordonné par la 
relation : L. -< L_ s'il existe un psi u : L. — > L # . 

Si on a -< L # et L # -< L., il existe un psi u : L. — > L. qui induit un isomorphisme sur 
les conoyaux. 

Les éléments minimaux pour cette relation sont appelés triades minimales. Un élément 
minimum, s'il en existe, est appelé triade élémentaire. 

3) L'application qui à une triade associe son conoyau est croissante pour les relations 
précédentes. 

Démonstration. Dans le point 1) seule Pantisymétrie de la relation est non triviale. Si 
on a C -< C -< C on a une suite exacte — > C—^C — > M — > avec M plat sur A. Comme 
C est de type fini on en déduit M = 0. 

Les autres points de la proposition sont clairs. 

Lemme 1.29. Soit C un RA-module gradué, de type fini sur A. Alors, il existe Cq 
avec Cq -< C et Cq minimal pour la relation -<. 

Démonstration. En effet, si onaCo -< C, le quotient C/Cq est plat sur A et la conclusion 
s'obtient en raisonnant par récurrence sur la somme des rangs de ce quotient aux points 
génériques. 

Le lemme suivant assure l'existence de triades minimales : 

Lemme 1.30. Soit L. = (Li^->L — une triade, C son conoyau et C un sous- 
R,A-module de C. Il existe une triade L m , de conoyau C , et un psi u : L_ — > L. qui induit 
un isomorphisme sur les cœurs et l'injection donnée sur les conoyaux. 
Il existe une triade minimale parmi les triades pseudo-isomorphes à L , . 

Démonstration. On peut supposer L, majeure, quitte à la remplacer par une résolution. 
Si p : L-i — > C est le morphisme canonique on choisit une résolution libre L'_ x — > p _1 (C"). 
Le morphisme do est à valeurs dans p _1 (C") et on peut le relever en d' : L — > L'_ 1 . On 
prend alors L[ = (Li-^Lq—^L 1 ^) . 

Le deuxième point résulte du premier et de 1.29. 

Remarque 1.31. En revanche, il n'existe pas en général de triade élémentaire dans une 
classe d'équivalence pour la relation de pseudo-isomorphisme (cf. 1.35. a). Nous allons voir 
que c'est vrai dans le cas d'un anneau de valuation discrète. 

Proposition 1.32. Soit A un anneau de valuation discrète. 

1 ) Une triade majeure M. est élémentaire si et seulement si son conoyau C est de torsion. 
2) Soit L. une triade, C son conoyau et C T le sous- RA-module de C formé des éléments 
de torsion sur A. Alors il existe une triade majeure élémentaire M . de conoyau C T et un 
psi u : M . — > L.. De plus, cette triade est unique à un psi près induisant un isomorphisme 
sur les conoyaux. 

Démonstration. 

1) Soit L % une triade pseudo-isomorphe à M.. Alors, il existe une triade L m et des 
psi M. — > L'[ et L[ — > L'[ en vertu de 1.19. On applique alors 1.20 à ces morphismes. Il 
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faut montrer que l'inclusion C — > C" se factorise par C — > C" ce qui résulte du fait que 
le quotient C" /C est plat et que C est de torsion. 

2) Le lemme 1.30 assure l'existence d'une triade L[ de conoyau C T et d'un morphisme 
u : L m — > L .. Comme C/C T est plat sur A, u est un psi Pour avoir la triade majeure M. 
cherchée il suffit de prendre une résolution majeure de L m . L'unicité vient du point 1) et 
de 1.28.2. 

Corollaire 1.33. Soit A un anneau de valuation discrète et soit u : L, — > L[ un 
morphisme de triades qui induit un isomorphisme sur les foncteurs associés. Alors L. et 
L _ sont pseudo-isomorphes. Plus précisément on a un diagramme, commutatif à homotopie 
près, où les morphismes autres que u sont des psi : 

M. M[ 

i i 

Démonstration. En vertu de 1.5, u induit un isomorphisme de foncteurs Tor^(C, .) — > 
Torf(C",.). Cela implique que les sous-modules de torsion C T et C' T sont isomorphes (cf. 
[H] 5.2). Si M. et M _ sont les triades majeures élémentaires données par 1.32, il existe un 
morphisme v comme annoncé en vertu de 1.20. 

(Attention, u lui-même n'est pas nécessairement un psi car il ne vérifie pas l'hypothèse 
sur les co noyaux.) 

Remarques 1.34. 

1) Soient L. et L_ deux triades et Vl et Vjy les foncteurs associés. Attention, le corollaire 
1.33 n'implique pas que si Vl et Vl> sont isomorphes les triades soient elles-mêmes pseudo- 
isomorphes. L'existence du morphisme u est essentielle, cf. 1.35.C. 

2) On montre aisément, à la manière de [Ho], qu'une triade majeure élémentaire est ca- 
ractérisée, à un psi induisant un isomorphisme sur les conoyaux près, par son cœur, son 
conoyau et par l'élément de Ext \ A (C, H) associé. 

i) Exemples. 

Exemples 1.35. 

a) Sur un anneau quelconque, une classe d'équivalence de triades pour la relation de 
pseudo-isomorphisme ne contient pas nécessairement d'élément minimum (c'est-à-dire de 
triade élémentaire). 

Soit A un anneau local régulier de dimension 2 d'idéal maximal m. Soit C le Ra- 
module égal à m© A en degré et à A en degré 1 avec la multiplication par X : m® A — > A 
donnée par la matrice (0, 1) et les autres multiplications nulles. Soit C\ le sous-lr^-module 
m de C, de sorte que C jC\ = A © A est plat sur A. Soit ip : m — > m © A le morphisme 
donné par ip(a) = (a, a) et soit C2 le sous-module de C égal à Imip en degré et A en degré 
1. Là encore C/C2 = A est plat sur A. On considère alors les triades L. = — > — > C, 

= — > — > Ci et l/ 2 ^ =0^0^ C2. Les flèches naturelles correspondant aux 
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inclusions de Ci et C 2 dans C sont des psi, donc ces triades sont pseudo-isomorphes. Les 

triades et L. 2 sont toutes deux minimales. En effet, c'est clair pour car C\ = m 
n'a pas de quotient plat sur A non nul (car m n'est pas plat puisque A est de dimension 2). 

(2) 

Pour L_ , C2 vaut m en degré et A en degré 1 et la multiplication par X est l'inclusion 
de m dans A, de sorte que C2 n' a pas de sous-lr^-module dont le quotient soit plat sur A 
(le seul sous- A-module à quotient plat est m qui n'est pas un sous-ir^-module) . 

b) Sur un anneau quelconque, on peut avoir un morphisme u entre deux triades pseudo- 
isomorphes, qui induise un isomorphisme sur les foncteurs associés, mais ne soit ni un 
psi, ni compatible avec une équivalence psi "à la Verdier" comme en 1.19, ni avec une 
équivalence du type 1.33. 

On reprend en effet les triades et de l'exemple a) et on a un morphisme de 

triades — > et le morphisme des foncteurs associés est Torf (C2, .) — > Torf (Ci, .) 
qui est un isomorphisme en vertu de la suite exacte scindée sur A : — > A — > C2 — > Ci — > 0. 

Cependant, on voit aussitôt que it n'est pas un psi, ni compatible avec une équivalence 
du type 1.19 ou 1.33 (sinon C2 — > Ci serait injective). 

c) Même sur un anneau de valuation discrète, deux triades peuvent avoir même foncteur 
associé sans être pseudo-isomorphes. 

On suppose que A est un anneau de valuation discrète d'uniformisante a et de corps 
résiduel k. On va construire deux triades avec C = k et H = k(—2). Pour cela, on va 
exhiber deux éléments de ExX, 2 Ra (C, H), cf. 1.34. Le groupe Ext Ra {k, k{—2)) se calcule 
avec le complexe de Koszul associé à la suite (a, X, Y, Z, T) (dont on numérote les éléments 
de à 4) et on a Ext RA (k, k(— 2)) = k(— l) 4 © k 6 . Les premières composantes ont pour 
base les eo,i, i = 1, • • • , 4 et les autres ont pour base les e^j avec 1 < i < j < 4. 

On prend d'abord l'élément qui donne la triade L. = — > Lq-^L-i avec Lo = 
fe[x](— 1), avec x 2 = 0, L_i = fe[y], avec y 2 = et <i (l) = y- On vérifie que cette triade 
a bien les C et H voulus. On note que cette triade est minimale (car C est de torsion) et 
toute résolution majeure M. de L. est élémentaire. 

On prend ensuite l'élément nul de Ext 2 qui donne la triade L % = — > k{— 2) — 
Là encore cette triade a les C et H voulus, elle est minimale et toute résolution majeure 
M m est élémentaire. Cela montre que ces triades ne sont pas pseudo-isomorphes, sinon 
leurs résolutions majeures seraient les mêmes à un psi induisant un isomorphisme sur les 
co noyaux près, ce qui donnerait le même élément du Ext 2 . 

Par ailleurs, en vertu de 1.5, les foncteurs associés sont tous deux extensions de 
Torf (k, .) par k(-2) ® A . et on voit qu'on a V(Q) = Hom (k, Q) ® (k(-2)®Q) comme A- 
module. De plus, la structure de .R^-module est nécessairement triviale, donc les foncteurs 
sont isomorphes. 

j) Annexe : généralisation. 

Nous donnons dans ce paragraphe quelques éléments permettant de généraliser la 
définition des triades en s'affranchissant de l'hypothèse de platitude. La définition est 
exactement celle de 1.10 dans laquelle on ne suppose plus les complexes adéquats. On 
parlera alors de triades "faibles". On a encore l'existence des résolutions majeures (1.14). 
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La différence essentielle réside dans la définition du foncteur V associé qui est défini "en 
le pensant dans la catégorie dérivée" : 

Proposition-Définition 1.36. Soit L. une triade faible et M. — > L. une résolution 
majeure. Le foncteur associé à L. est le foncteur V L> (ou simplement V) de Modyi 
dans GrR A défini pour tout A-module Q par la formule V(Q) = ho(M . <S>a Q)- H est 
indépendant du choix de la triade majeure M ,. L'application qui à une triade L. associe 
le foncteur V L _ est fonctorielle. 

Démonstration. Le fait que V ne dépende pas de M. résulte du lemme 1.37 ci-dessous et 
de la démonstration de [AG] III 12.3 (car les modules Mi sont plats sur A). La fonctorialité 
vient du lemme 1.38 ci-dessous. 

Lemme 1.37. Soit L. une triade faible et soient i : M. — > L., i' : M[ — > L. deux 
résolutions majeures de L.. Alors, il existe un morphisme de triades g : M . — > M m tel 
que i et i'g soient homotopes. En particulier les isomorphismes induits par i et i'g sur les 
cœurs et les conoyaux de ces triades coïncident. 

Lemme 1.38. Soit f : L. — > l[ un morphisme de triades faibles et i' : F[ — > l[ 
une résolution libre. Alors, il existe une résolution libre i : F . — > L. et un morphisme de 
complexes g : F . — > F_ tels que les flèches fi et i'g soient homotopes. 

Ces lemmes, que nous laissons au lecteur, se démontrent en travaillant dans la catégorie 
triangulée des complexes de -R^-modules, cf. [RD]. 

Remarques 1.39. 

1) Le lemme 1.5 vaut, pour le nouveau foncteur V, sans hypothèse de platitude. 

2) Attention, le foncteur V défini ci-dessus n'est pas, en général, égal au foncteur Vq naïf 
défini par Vq{Q) = ho{L m <S>a Q)- Considérons par exemple un anneau A local d'idéal 
maximal m et de corps résiduel k et la triade — > A-^k où p est la projection canonique. 
On a donc C = et H = m, d'où V(Q) = m <8u Q en vertu de 1.5, tandis que Vq{Q) est 
égal à mQ. 

3) Bien entendu, dans la définition des pseudo-isomorphismes entre triades générales, la 
condition portant sur le foncteur naïf Vq = ho(L. ®a •) doit être remplacée par la condition 
analogue avec le nouveau foncteur V. 

2. Faisceaux triadiques. 

L'objectif de ce paragraphe est de définir les faisceaux triadiques qui sont directement 
liés aux triades majeures et de montrer que les notions de pseudo-isomorphismes, au sens 
de [HMDP1] pour les faisceaux et du § 1 pour les triades, se correspondent. 

Rappelons que pour un faisceau cohérent T sur P^, plat sur A, l'expression "U\T 
commute au changement de base" signifie que, pour tout A-module Q, l'homomorphisme 
canonique (HIJ 7 ) <S>a Q — > Hl(J~ ®A Q) est un isomorphisme. Cette condition est 
équivalente à l'exactitude à droite du foncteur H\{T ®a •) ou encore, via la suite longue 
de cohomologie, à l'exactitude à gauche de H % + X {T ®a •)• Rappelons aussi, cf. [AG] III 
12.11 que si FL\T commute au changement de base, on a les équivalences : FL\T est plat 
sur A FL l {T ®a •) exact <^=^ FL % ~ X T commute au changement de base. 
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a) Faisceaux triadiques. 

Proposition 2.1. Soit Af un faisceau cohérent sur ~P 3 A . Les conditions suivantes sont 
équivalentes : 

i) Il existe une suite exacte 
avec les faisceaux Ci dissociés. 

ii) Le faisceau Af est localement libre et il existe une suite exacte 

-> M' 1 -> M -> M 1 -> A/ v -> 

avec ies AI* dissociés. 

iii) Le faisceau Af est localement libre et le fondeur H 2 (Af ®a •) de Mod^ dans Gr# A est 
exact à droite. 

iv) Le faisceau Af est localement libre et le fondeur H®(Af v (3a •) est exact à droite. 

v) Le faisceau Af est localement libre et le fondeur H%(Af <S>a •) de Mod^ dans Gr# A est 
exact à gauche. 

vi) Le faisceau Af est localement libre et le fondeur Hl(Af w <S>a .) de Mod^ dans Gr^ A 
est exact à gauche. 

Démonstration. L'équivalence de i) et ii) est claire par dualité. (On notera que la 
condition i) implique que le faisceau est localement libre.) De même l'équivalence de iii) 
et v) (resp. de iv) et vi)) est évidente. 

iii) •<=>- vi). Il suffit de montrer les assertions analogues pour les foncteurs H 2 (Af(ï)® a-) et 
H 1 (Af v (-1-4)® a-) pour tout / G Z. En vertu de [H] 7.4, le foncteur F = H 2 (Af(l)® A -) est 
dual du foncteur F* = H 1 (Af v (—l — 4) ®a •) au sens de la dualité des foncteurs cohérents, 
cf. [H, §4], de sorte que F exact à droite équivaut à F* exact à gauche. 

ii) =>- iv). La suite exacte de ii) donne deux suites exactes courtes — > A4 -1 — > .M — > 
/C^OetO^/C^-M 1 — > A/" v — > avec /C localement libre. Comme les AA l sont 
dissociés, le foncteur Fl\{K £g> .) est nul. Il en résulte que le morphisme de foncteurs 
H® (M 1 <8> •) — > H®(Af v <S> •) est un épimorphisme. Comme Al 1 est dissocié, H® (M 1 ® .) 
est exact à droite, donc aussi H®(Af v <g> .). 

iv) =>• ii). On pose T = H®(Af v ) et on considère une résolution libre F\— v -^-Fq — > T — > 0. 
Soit G = Ker u. On a la suite des faisceaux associés — > Ç/ — > T\ — > — * A/ v — > avec 
les ^-"i dissociés et £ localement libre. Il s'agit de montrer que Q est dissocié. On coupe 
cette suite en deux : 0— > G — * fF\ — ><S— > et — ><S— ^ — > A/" v — > 0. La flèche 
F = iï"°(jF ) — > H®(Af v ) = T est surjective par construction. Par ailleurs, le foncteur 
H2(Af v <g> .) étant exact à droite, on a H®(Af v (g) .) = H®(Af v ) (g) .. Comme la même 
chose est vraie pour le faisceau dissocié JF , on en conclut que le morphisme de foncteurs 
H*{To ® •) -> H®(Af w (g) .) est surjectif, ce qui montre que (<S (g) .) = (£ <8> •) est nul 
et que H® (S <E> .) est exact à droite. Le même argument avec l'autre suite exacte montre 
que Hl(T\ (g .) -> #°(<S (g .) est surjectif, donc que Hl(Q <g> .) est nul. En vertu de [H] 7.7 
on voit que G est dissocié, ce qui montre ii). 
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Remarque 2.2. La condition H^(A '<S>a •) exact à droite est équivalente à la platitude de 
H^ftf sur A (cf. [AG] III 12.11 ou le fait que le foncteur H^(A" 0a •) étant exact à droite, 
il est exact à gauche si et seulement si H%Af est plat sur A) . 

Définition 2.3. Un faisceau sur P S A vérifiant les conditions équivalentes de 2.1 est 
appelé un faisceau triadique. 

Un faisceau dissocié est évidemment triadique. Une somme directe de faisceaux tria- 
diques est triadique. 

b) Triades et faisceaux triadiques. 

Dans ce paragraphe nous montrons qu'il y a une correspondance entre triades majeures 
et faisceaux triadiques. 

Proposition 2.4. (Triade associée à un faisceau triadique) Soit A~ un faisceau triadique 
et soit 



(1) O^AT^d ^C ^£_i ^0 

une suite exacte comme en 2.1. Alors, si on pose Li = H® (Ci) : 

1) le complexe L. = (Li — > L — > £-i) déduit de (1) est une triade majeure de noyau 
N = H°(AT), 

2) si on note H et C le cœur et le conoyau de L. et V L% le foncteur associé (cf. 1.3), on a 

Hl(Af ®a •) = h (L. ®a •) = Vl. ) en particulier, on a H = HlAf, 

Hl(N ® .) = C ®a • , en particulier, on a C = HlM, 

3) le dual de N sur Ra '■ N v = Hom Ra (N, Ra) , est égal à H®(A" V ) et on a une suite 
exacte de RA-modules : 

Q^L\^Ll^LX^N y - 0, 

4) si on a deux suites exactes du type (1) correspondant au même faisceau Af ' , les triades 
associées sont isomorphes à homotopie près, 

5) on a Ext Ra (N, R A ) ^ HlN w ~ C* (4) . Si on suppose A intègre, Ext Ra (N, R A ) est nul 
si et seulement si C = H^(A") est de torsion. Autrement dit, L. est élémentaire (cf. 1.28) 
si et seulement si Af est extraverti (cf. [HMDP1] 2.6). 

Démonstration. Montrons d'abord 2). On coupe la suite exacte (1) en deux : — > Af — > 
Ci — > /C — > et — > /C — > £o - ^ £i ~" ^ 0. En tenant compte du fait que H® (Ci <S> •) = 
H® (CA <S> • car £j est dissocié on voit qu'on a H%(A~ <g> .) = Hl(K, ® .) = C (g) . et 
Hl(N®A •) = M-^. ®A •)• Comme A/" est localement libre, if = Hl(N) et C = H* (M) 
sont de type fini sur A, de sorte que L. est bien une triade. 

Pour le point 3) rappelons tout d'abord que si A est un anneau noethérien et M un 
-R^-module gradué de type fini sur A on a Ext Ra (M, Ra) = pour < i < 3 (cf. [E] 
18.4 : il suffit de noter que l'annulateur de M contient une suite régulière de la forme 
(X r ', Y r , Z r , T r ) pour r assez grand). 
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Considérons la triade L. = {Li-^L Q -^L_i) et posons B = Imrfi, Z = Kerdo, 
K = 1m do. On a les suites exactes 0^iV->Li^B-^0, O^B^Z^H^O, 
0^Z^L ^K^0et0^K-> L_ x -> C -> 0. Comme H et C sont de type fini 
sur A, le rappel ci-dessus montre qu'on a Ext Ra (H, Ra) = Ext Ra (C, Ra) = pour i < 3 
et on en déduit Ext Ra (B,R a ) = Ext Ra (Z, R a ) = Ext Ra (K, Ra) = Ext Ra (C,R a ) = 
et Ext Ra (K, R a ) = Ext 2 RA (C, R A ) = 0. En définitive on a la suite exacte sur les modules 
duaux : 



Pour 4), on a les deux triades L. et l/ et il résulte de 3) que et L' V sont deux 
résolutions libres de iV v , donc isomorphes à homotopie près, donc aussi L. et L . 

Montrons le point 5) : comme Op n'a pas de H 1 , on a Ext Ra (N, Ra{ji)) g = 
Ext OpCA/", Op(n)) et ce dernier terme n'est autre que H l N y (n) en vertu de [AG] 6.3 
et 6.7. On a aussi #*W V = #* 2 /C v et la suite exacte -> if2/C v -> H^C^^H^C^. 
Mais, on a vu (cf. 0.1) qu'on a H%£Y ~ (L^-4))* et la suite exacte L ^L_i -> C -»• 
montre par dualité que Kerw n'est autre que C*(4). On suppose A intègre. Si C est de 
torsion on a C* = 0. Réciproquement, si C* est nul on a C** = 0, donc la flèche C — > C** 
est nulle ce qui implique que C est de torsion. 

Proposition 2.5. (Faisceau triadique associé à une triade majeure) 
Soit L. une triade majeure, N son noyau, M le faisceau associé. Alors, M est triadique. 
Cette opération définit un fondeur de la catégorie des triades majeures munie des mor- 
phismes de complexes à homotopie près dans celle des faisceaux triadiques sur P A et ce 
fondeur est une équivalence de catégories. 

Démonstration. Si on pose L. = (Lx—^Lq— ^->L_i), le fait que H et C soient de type 
fini sur A implique que les faisceaux associés sont nuls, d'où l'exactitude de la suite 



-> M -> £i^£ ^£-i -> 



qui montre que Af est triadique, puisque les Lj et donc les Ci sont dissociés. 

Il est clair que cette correspondance est fonctorielle et c'est encore vrai à homotopie 
près, puisque deux morphismes de complexes homotopes induisent la même application 
sur l'homologie et en particulier sur le h\. Le fait que ce foncteur soit surjectif vient de 
2.4. 

Si / : M — > M' est un morphisme de faisceaux, il induit / v : A/" /v — > A/" v et, en 
passant aux sections globales, H®f v : N' v — > iV v . Comme L_ et L % sont des résolutions 
projectives de iV v et iV /v (cf. 2.4.3), H®f w se relève en un morphisme de L_ dans L_ qui 
donne, par dualité, le morphisme de triades cherché. 

Si deux morphismes /, g : L. — > L m donnent le même morphisme Af — > Af', ils donnent 
aussi le même morphisme iV /v — > iV v et, comme et L' V sont des résolutions projectives 
de iV v et iV /v , / v et g w sont homotopes, donc aussi / et g. 

c) Pseudo-isomorphismes. 

Rappelons la définition des pseudo-isomorphismes de faisceaux dans le cas des fais- 
ceaux localement libres (cf. [HMDP1] 2.1 et 2.2.0) : 
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Définition 2.6. Un morphisme f : M — > M' de faisceaux localement libres est appelé 
un pseudo-isomorphisme (en abrégé un psi) s'il induit : 

1) un isomorphisme de fondeurs Hl(J\f <S>a •) —> Hl(J\f' <S>a •)> 

2) un monomorphisme de fondeurs H 2 (M <8u •) — ► H 2 (J\f' <S>a •)• 

Deux faisceaux sont dits pseudo-isomorphes s'il existe une chaîne de psi qui les joint. 

Dans la correspondance étudiée au paragraphe précédent, les psi de triades et de 
faisceaux se correspondent : 

Proposition 2.7. Soit u : L. — > L[ un morphisme de triades majeures et ù : M — > M' 
le morphisme correspondant sur les faisceaux triadiques. Alors u est un psi si et seulement 
si ù est un psi c'est-à-dire si et seulement si on a les deux conditions suivantes : 

a) ù induit un isomorphisme Hl(Af) — > Hl(Af'), 

b) ù induit une injection H 2 (Af) — > H 2 (M 1 ) à quotient plat sur A. 

Démonstration. La première assertion résulte de 2.4 et la seconde de 1.16. 

Remarque 2.8. Il résulte de 2.7 et 1.22 que si deux triades majeures sont pseudo- 
isomorphes il en est est de même des faisceaux associés. La réciproque est vraie, cf. 2.14, 
mais pas immédiate. En effet, si on a une chaîne de psi de faisceaux dont les extrémités 
sont triadiques, les faisceaux intermédiaires ne le sont pas nécessairement, de sorte qu'on 
ne peut pas appliquer 2.7. 

Rappelons la caractérisation suivante des psi de faisceaux (cf. [HMDP1] 2.4) : 

Proposition 2.9. Soit f : M — > M' un morphisme de faisceaux localement libres. 
Alors, f est un psi si et seulement si il existe un faisceau dissocié £ et un morphisme 
p : C — > M' tel que l'on ait une suite exacte 

0^ S ^N®c { Mw ^0 

avec S dissocié. 

Corollaire 2.10. Soit f : M — > M 1 un pseudo-isomorphisme de faisceaux triadiques 
qui induit un isomorphisme de fondeurs H 2 (M ®a •) — > H 2 (Af' ®a •)• Alors, M et M' 
sont stablement isomorphes. 

Démonstration. En vertu de 2.9 on a une suite exacte — > S — > M © C M' — > et 
il suffit de montrer que cette suite est scindée. Cette suite correspond à un éléments £ G 
ExtQ p (Af',S) et il s'agit de montrer que cet élément est nul, ou encore que le morphisme 
V? : Ext p (Af', S) -> ExtopCAf © £,5) = Exto p (A/",S) induit par / est injectif. Ce 
morphisme est encore égal au morphisme H 1 (J\f' v ©o P S) — > H 1 (J\f v ©o P S) induit par / 
et c'est la valeur en A du morphisme de foncteurs 

$ : H 1 (M" © 0p S ® A .) -> -ff 1 (A/' v © Gp S <8u •)• 
Par la dualité de Serre exprimée en termes de foncteurs cohérents, cf. [H] 7.4, $ est dual du 
morphisme $ v : H 2 (Af® 0p <S ©e> P ^c/t®a •) — > H 2 {M 1 ©o P $ ®o P u C /t®a •)• Comme S 
et wc/j- = 0p(— 4) sont dissociées ce dernier morphisme est somme de certains composants 
du morphisme H 2 {J\f ®a •) — > H 2 {M' ®a •) qui est un isomorphisme par hypothèse, d'où 
la conclusion. 
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d) Le lemme de Verdier inverse pour les faisceaux triadiques. 

Nous avons montré dans [HMDP1] 2.11 le lemme (dit de Verdier) suivant : 

Soient M' et M" des faisceaux localement libres sur P 3 A pseudo-isomorphes. Il existe 
un faisceau localement libre Mo et des psi : M' <— Mo — > M". 

Le lemme analogue avec des faisceaux triadiques n'est pas vrai, mais on a le résultat 
suivant en sens inverse, comme dans le cas des triades (cf. 1.22) : 

Théorème 2.11. Soient M' et M" des faisceaux triadiques sur Y* A pseudo-isomorphes. 
Il existe un faisceau triadique M et des psi : M' — > M <— M". 

La démonstration de ce théorème nécessite quelques étapes. Le premier lemme montre 
comment construire des faisceaux triadiques par une technique de désaturation. Cette 
technique sera utilisée au chapitre 3 pour montrer l'existence de résolutions de type E et 
N triadiques. 

Lemme 2.12. (Lemme de désaturation) Soit O^S^J-'^Ç^O une suite exacte 
de faisceaux cohérents sur P\. On suppose £ localement libre, T dissocié et G plat sur 
A. Il existe des faisceaux £' et T' tels que £' soit dual d'un faisceau triadique, que T' soit 
dissocié et qu'on ait un diagramme commutatif de suites exactes, où f est dual d'un psi : 

O^E'^F' ^Ç^Q 

f II 
O^E^f^Ç^O. 

Démonstration. 

Notons d'abord que, comme E est localement libre, on a Ext l Q (G, Op) = pour 
% > 1. 

Soit G l'image de F = H^J 7 dans H®Ç. On sait que pour n grand, on a G n = H°Ç(n). 
Soit no un entier, tel que cette condition soit réalisée pour n > no, et tel que le foncteur 
H°(Ç(n) <S>a •) soit exact pour n > no (un tel entier existe en vertu des théorèmes de 
cohomologie et changement de base, cf. [AG] III 12.11). Posons G' = © n>no H°Ç(n). On 
a donc G' C G et G' est obtenu à partir de G par "désaturation" . Soit F' — > G' le début 
d'une résolution libre minimale de G'. L'inclusion de G' dans G se relève en un morphisme 
F' — > F. Si E' est le noyau de F' — > G' on obtient le diagramme annoncé en passant aux 
faisceaux associés. 

Il reste à montrer que £' est dual d'un faisceau triadique et que / est dual d'un psi. 
On note que £' est plat sur A car G l'est et qu'on a Ext o P {£', Op) = pour i > 1, ce qui 
montre déjà que E' est localement libre. 

On vérifie ensuite que / est dual d'un psi. Comme Q est plat les suites exactes du 
diagramme ci-dessus restent exactes en tensorisant par un A-module Q. Le diagramme 
obtenu en déroulant les suites de cohomologie donne la conclusion. 

Montrons enfin que le foncteur H®{£' ®a •) est exact à droite. Il suffit de le voir pour 
les foncteurs H°(£'(n) ®^ .) pour tout n. Comme G est plat sur A on a la suite exacte de 
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foncteurs — > 8'(n) ®a • — * F'{n) 0a • — ► G(n) ©A • — ► 0. Pour n < n , comme F' est une 
résolution minimale de G' on a = et on en déduit H°(8'(n) ©^4 •) = 0. Pour n > no, 
comme H°(Ç(n) <S>a •) commute au changement de base et comme F' n — > G' n est surjectif 
on a la suite exacte de foncteurs 

-> H°(£'(n) ® A • ) -> H°{F'{n) ® A •) -> #°(£(n) © A .) -> 
et il en résulte que H°(£'(n) ®a •) est exact à droite (car H {F'{n) ®a •) l'est). 
Corollaire 2.13. 

1) Soit 8 un faisceau localement libre. Il existe un faisceau dual d'un faisceau triadique 8' 
et un morphisme 8' — > 8 qui est dual d'un psi. 

2) SoitAf un faisceau localement libre. Il existe un faisceau triadique Af' et un psiAf — > Af'. 
En particulier, la classe de pseudo-isomorphisme d'un faisceau localement libre contient 
un faisceau triadique. 

Démonstration. Par dualité il suffit de prouver l'assertion avec 8. En vertu de 2.12 il 
suffit d'insérer 8 dans une suite exacte 0^£^jF^Ç/^0 avec T dissocié et Q plat. 
Pour cela on considère £ v , on prend le début d'une résolution minimale de iV = H®8 V : 
— > G v — > F v — > iV — > 0, avec F v libre, on passe aux faisceaux associés et on dualise. 

Nous pouvons maintenant montrer le lemme de Verdier inverse 2.11. On commence 
par prendre un faisceau localement libre Afo et des psi : M' <— Mq — > M" (cf. [HMDP1] 
2.11). On en déduit par dualité une flèche Af' v © Af" v — > A/q V - On rajoute un faisceau 
dissocié V de sorte que la flèche V © A/"' v © M' N — > Assoit surjective. Soit £ le noyau de 
cette flèche. C'est un faisceau localement libre et si on pose M = 8 y on a la suite exacte 
de faisceaux localement libres : 

(1) -> M) -> P v © M' © A/"" Af —y 0. 

Nous allons montrer que 7r' et 7r" sont des psi, ce qui, avec 2.13 établira le théorème. 

La suite (1) reste exacte en tensorisant par un A-module Q, de sorte qu'elle donne 
naissance à une suite exacte de foncteurs : 

• • • ^H\Af ® A .)^H\N' ® A •) © H\N" ® A .) iP ^H\Af® A .)-^ 
H 2 (Af ® A .^^H^Af' ® A •) © H\U" ® A .) {q ^H 2 {Af ® A .) - • • • 

dans laquelle les flèches f et j" sont des isomorphismes et k' et fe" des monomorphismes. 
On en déduit d'abord qu'on a v = 0, puis que p' et p" sont des isomorphismes et enfin que 
q' et q" sont des monomorphismes, donc que tt' et n" sont des psi 

Le corollaire suivant (qui va donner le théorème de Rao, cf. 3.9) montre que la 
correspondance entre triades majeures et faisceaux triadiques se comporte bien vis à vis 
de la relation de pseudo-isomorphisme, cf. remarque 2.8 : 

Corollaire 2.14. Soient l/ et L," deux triades majeures et Af' et Af" les faisceaux 
triadiques associés. Alors, L r et L # sont pseudo-isomorphes si et seulement si Af' et Af" 
le sont. 

Démonstration. Cela résulte de 2.7 et 2.11. 
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e) Le cas d'un anneau de valuation discrète. 

Dans ce paragraphe nous supposons que A est un anneau de valuation discrète 
d'uniformisante a. Rappelons, cf. [HMDP1] 2.6, qu'un faisceau localement libre M est 
dit extraverti s'il vérifie HlN w = 0. 

Proposition 2.15. Soit A un anneau de valuation discrète et soit M un faisceau 
localement libre extraverti. Alors M est triadique. La classe de pseudo-isomorphisme 
de tout faisceau localement libre contient un unique faisceau extraverti (donc triadique) 
minimal, i.e. sans facteur direct dissocié. Un tel faisceau sera dit élémentaire. La triade 
associée est élémentaire. 

Démonstration. Posons M = H®Af w et considérons une présentation minimale de M : 
— > M2 — > L\ — > Lo — >M — > avec Lj libre. Soit K le noyau de p. On a la suite exacte 
des faisceaux associés : — > M. 2 — > L\ — > £0 - * A/" v — > et il s'agit de montrer que M.2 est 
dissocié. Pour cela, en vertu de [H] 7.7, il suffit de montrer que les foncteurs H\{M.i ®a •) 
sont nuls pour % = 1,2. 

Par hypothèse M vérifie HlJ\f y = 0. On a donc aussi, si K, est le faisceau associé à K, 
H^JC = 0, d'où la suite exacte — > HlM.2 — > — > iî^/C — > 0. Comme £1 est dissocié, 

H^Ci est plat, donc sans torsion et il en résulte que H^A4 2 est sans torsion, donc plat, 
puisque A est un anneau de valuation discrète. En vertu de [AG] III 12.11, il en résulte 
que Hl{M.2 ®a •) est exact à droite (c'est-à-dire que commute au changement de 

base). Mais, par construction, la flèche p est surjective, donc on a H\K = = et le 

foncteur H%(M2 <S>a •) est nul. Toujours par [AG] III 12.11, il en résulte que H}{M2 ®a •) 
commute au changement de base. Mais, comme on a K = H®JC, la surjectivité de la flèche 
L\ — > K montre qu'on a H\M.2 = 0, donc le foncteur correspondant est nul, cqfd. 

Le faisceau J\f est donc à la fois extraverti et triadique. Quitte à lui retirer un éventuel 
facteur dissocié on peut le supposer minimal et il est alors unique dans sa classe de pseudo- 
isomorphisme, cf. [HMDP1] 2.14. 

Remarque 2.16. On peut retrouver ce résultat avec les résultats du paragraphe 1. En 
vertu de [HMDP1] 2.16, il suffit de montrer que toute classe de pseudo-isomorphisme 
contient un faisceau triadique extraverti. En vertu de 2.13 elle contient un J\f triadique. 
Soit L. la triade majeure associée. Il existe une triade élémentaire M. avec un psi M . — > L. 
(cf. 1.32). Le faisceau triadique A/o associé à M. est tel que H^Mq est de torsion (cf. 1.32.1 
et 2.4.5), de sorte que Ao est extraverti et triadique. 

3. Courbes et triades : les théorèmes de Rao. 

a) Résolutions de type E et N triadiques. 

Théorème 3.1. Soit C une famille de courbes de P\. 

1) Il existe une résolution de C de type E cotriadique, i.e. une suite exacte 

où T est dissocié et où S est dual d'un faisceau triadique. 

2) Il existe une résolution de C de type N triadique, i.e., une suite exacte 
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où V est un faisceau dissocié et M un faisceau triadique. 

Démonstration. Commençons par le type E. On sait (cf. [HMDP1] 2.20) qu'il existe une 
résolution de type E. Pour obtenir une résolution cotriadique il suffit d'appliquer le lemme 
de désaturation 2.12. 

Passons au type N. Vu l'importance de ce cas, nous allons donner deux démonstrations 
de l'existence de la résolution, la première par liaison à partir de l'existence de la résolution 
de type E, l'autre, plus directe, en tronquant le complexe de Cech. 

Première démonstration 

On effectue une liaison élémentaire par une intersection complète globale T> de degrés 
s et t qui transforme C en C. On prend une résolution de type E cotriadique de C 
obtenue par la méthode du lemme de désaturation. Précisément, on choisit un entier uq 
tel que pour n > no le foncteur iï" 1 (£^(n) ©a •) soit nul (cf. [AG] III 12.11), on pose 
I = n>no H°Jc' (n) et on prend un début de résolution libre F de I qui conduit à la 
suite exacte : — > £ — > F-^Jc — ► 0. Soit 

-> O p (-s - t) -> Op(-a) © P (-t)^J v -> 

la résolution de P. L'inclusion J7d C Je' fournit une suite exacte 

jr© Op(-s) © C P (-t)^Jc' -> 0. 

Montrons que le faisceau £' est dual d'un triadique, c'est-à-dire que, pour tout n, le foncteur 
H°(£'(n) ©a .) est exact à droite. On a une suite exacte 

-> £ -> 5' -> Op(-s) © Cp(-t) -> 0. 

Pour n > n on a iï" 1 (^(n) ©a .) = et il en résulte que H°(£'(n) ©a •) est exact à droite 
(car c'est vrai pour £ et pour les dissociés). 
Par ailleurs, on a une suite exacte 

-> Op(-s - t) -> £' -> ^ -> Jc Vî , -> 

et, pour n < n onaiî (f(n) ©a-) = 0, donc H°(£'(n) ©a-) = f/"°(C?p(n - s -t)(n) ©a •) 
et ce dernier foncteur est exact à droite. 

Il résulte alors de [HMDP1] 2.25 que C admet une résolution de type iVdont le faisceau 
M est £ /v (— s — t) © O-p(-s) © O-p(-t) qui est triadique comme annoncé. 

Deuxième démonstration 

On considère le complexe de Cech de Je '■ 

RT*J C = (0 -> M ^^ 1 ^^" 2 ^^ 3 -> 0) 

vu comme élément de la catégorie dérivée V + (Ra)- Les modules M 1 sont plats sur A. 
On considère le complexe tronqué a<2ÇRF*J'c), cf. [RD] p. 69. Il s'agit du complexe 
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M' = (M — ► M 1 — > Ker5 2 ) et il calcule les groupes i7*Jc pour i = 0,1,2. Comme 
M 3 /Imô 2 = H^Jc = H^Op est plat sur A il en est de même de Ker5 2 . Il en résulte que 
M calcule aussi les foncteurs Hl(Jc ®a •) pour % = 0, 1, 2. 

On choisit ensuite un entier r assez petit pour que les foncteurs H°(Jc(n) ®a •) = 
H 1 (Jc(n) <8>a •) soient nuls pour n < r (on dira que r est convenable) et on considère 
le complexe M >r tronqué cette fois par rapport à la graduation des .R^-modules. Les 
modules de cohomologie de ce complexe sont de type fini sur Ra, de sorte qu'en vertu de 
[AG] III 12.3 il existe un complexe S r formé de modules libres de type fini tel que l'on ait 
M >r = S r dans la catégorie dérivée. Ce complexe est formé de modules S l r avec i < 2, 
mais, attention, il contient a priori des termes S l r pour i < 0. La proposition suivante 
donne alors la conclusion voulue : 

Proposition 3.2. On reprend les notations ci-dessus : C est une famille de courbes, 
M' = <r<2(Rr*Jc) le complexe de Cech tronqué, r un entier convenable et S' r un complexe 
formé de modules libres de type fini tel que Von ait M >r = S r dans la catégorie dérivée. 
On pose Li = S , L = S 1 et L_i = S 2 . 

1) Le complexe L. r = (L\ — > Lq — > £-i) est une triade majeure. 

2) Si r et r' sont deux entiers convenables avec r' < r on a un psi naturel u r y : L. r — > L. r , 
de sorte que toutes les triades L. r sont pseudo-isomorphes. Si on a trois entiers convenables 
avec r" < r' < r on a u r yu r iy = u r y à homotopie près. 

3) Soit N le noyau de L. r et soit Af le faisceau associé. Il existe une résolution de type N 
triadique de C : O^V^N^Jc^O. 

Démonstration. Montrons 1). Comme le complexe L. r est formé de .R^-modules libres 
de type fini, il s'agit de voir que ses groupes d'homologie ho et h-\ sont de type fini sur 
A. Pour ho c'est clair car les complexes considérés calculent tous H\(Jc ®A •)• Le groupe 
h-i n'est autre que (H 2 Jc)>r, donc de type fini sur A. 

Pour le point 2), si on a r' < r on a une inclusion j r y : M >r C M >r , qui est un 
qis et induit un qis f r y : S r — > S r , puis, en se limitant aux termes S , S 1 , S 2 , le psi u r y 
annoncé. Comme on a j r ,r'jr',r" = jr,r" on en déduit la même relation pour / et u, à 
homotopie près. 

Passons au point 3). Le complexe HT* Je calcule la cohomologie de Je de sorte que 
les complexes M , M >r et S r calculent encore H® Je. En passant à L., c'est-à-dire en 
supprimant les termes de degré < de S r , on a encore une surjection h\L. = N — > 
H® Je = le- O n en déduit une suite exacte de faisceaux O^V^Àf^Jc^O. 
Comme l'homologie de L. en degrés et —1 est de type fini sur A on a la suite exacte 
— > Af — > Ci — > Cq — > C-i — > qui montre que les groupes d'homologie de L. ®a • sont 
aussi les H l {Af ®a •)• H en résulte qu'on a H l (V ®a •) = pour i = 1,2 ce qui prouve 
que V est dissocié en vertu de [H] 7.9. On a donc bien construit une résolution de type N 
triadique de C. 

Remarques 3.3. 

1) La méthode de construction de la résolution de type E par désaturation et la deuxième 
méthode de construction de la résolution de type N sont voisines car toutes deux font 
appel à un procédé de troncature. C'est d'ailleurs ce qui distingue les résolutions obtenues 
ainsi des résolutions (triadiques) de type E et N générales. En effet, dans le cas général 
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on voit que FL\£ est un quotient (de type fini sur A) du .R^-module H® Je et H^Af un 
sous-lr^-module (de type fini sur A) de H^Je, tandis que dans les constructions ci-dessus 
ce sont plus précisément des modules tronqués de la forme (H®Jc) >r et (H^Je)< r - 
2) Il y a encore une autre méthode pour montrer l'existence des résolutions de type N 
triadiques. Elle consiste à faire le même travail que dans 2.12 ci-dessus mais de manière 
duale en désaturant le module fio = H® (Pt, ^c/t) au lieu de désaturer le- 

Proposition 3.4. Soient T\ et r 2 deux résolutions de type E de C. Il existe une 
résolution r' de type E cotriadique avec des morphismes r' — > r\ et r' — > r 2 . 

Démonstration. Posons, pour k = 1,2, (rfc) = (0 — > — > Th — > Je — > 0) et soit lu 
l'image du module libre Fk dans H® Je de sorte que I± et 7 2 sont contenus dans le- 

On applique encore la méthode du lemme de désaturation : on choisit un J = 
©n>n H°Jc(n) avec no assez grand pour que le foncteur H 1 soit nul et pour que J 
soit contenu dans les Ik (il suffit que l'on ait H 1 £k(n) = pour n > no), puis on 
prend le début d'une résolution minimale F' — > J — > et la suite de faisceaux associée à 
O^E'^F'^J^O convient. 

Proposition 3.5. Soient r\ et r 2 deux résolutions de type N de C. Il existe une 
résolution r' de type N triadique avec des morphismes r\ — > r' et r 2 — * r'. 

Démonstration. On effectue une liaison par une intersection complète T> contenant C 
qui donne une famille C de courbes (cf. [HMDP1] 1.4). Les résolutions de type N de C 
donnent des résolutions de type E de C (cf. [HMDP1] 2.24). On applique alors 3.4 à ces 
résolutions et on obtient une résolution cotriadique de C qui domine les autres, puis, par 
liaison (cf. [HMDP1] 2.25), la résolution de type N triadique de C cherchée. 

b) Triade associée à une famille de courbes. 

La proposition suivante permet d'associer une triade à une famille de courbes. On 
notera, par rapport au cas d'un corps, que la triade en question n'est définie ici qu'à 
pseudo-isomorphisme près. 

Proposition-définition 3.6. Soit C une famille de courbes de P\ munie d'une 
résolution de type N triadique : — > V — > M — > Je — > et soit 

(1) 0^AT^£! ^C ^0 

une suite exacte associée au faisceau M (cf. 2.1). Alors, si on pose Li = H® (Ci) le complexe 
L. = (Li — > Lq — > L_i) déduit de (1) est une triade majeure qui est appelée une triade 
de Rao de C. Elle est bien définie à psi près. 

Le foncteur associé à toute triade de Rao de C est le foncteur H\{Jc ®a •) •' H est appelé 
foncteur de Rao de C. 

On note T(C) la classe de triades (pour la relation de pseudo-isomorphisme) qui contient 
les triades de Rao de C. 

Démonstration. Il est clair que L. est une triade majeure. Le fait que deux triades de 
Rao sont pseudo-isomorphes provient de [HMDP1] 2.18.3 et de 2.14 ci-dessus. L'assertion 
sur le foncteur associé résulte de l'isomorphisme H\{J\f <S>a •) — H\( Jc ®A •) et de 2.4.2. 

On peut définir aussi par dualité une "cotriade" de Rao de C : 
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Proposition-définition 3.7. Soit C une famille de courbes de P S A munie d'une 
résolution de type E cotriadique : Q^E^F^Jc^Qet soit 

(2) Q^Mi^Mo^M-i^E^Q 

une suite exacte associée au faisceau S (cf. 2.1). Alors, si on pose Mi = H^Aii, le complexe 
M . = (Mi — > Mo — > M_i) est appelé une cotriade de Rao de C. Elle est bien définie au 
dual d'un psi près. 

Le théorème suivant explicite le lien entre triade et cotriade associées à une famille de 
courbes : 

Théorème 3.8. Soit C une famille de courbes, L. (resp. M J une triade (resp. une 
cotriade) de Rao de C. Alors, il existe un psi fort (de complexes) (p : L . — > M .. 

Démonstration. On utilise les notations de § d). On pose X = P S A . Considérons des 
résolutions de type E et JV de C comme en 3.6 et 3.7 ci-dessus avec les suites exactes (1) et 
(2). La suite (1) montre que le complexe C, = (Ci — > Cq — > £-±) (que nous considérerons 
comme un complexe en degrés —1,0, 1 en inversant les indices) est égal à jV[1] dans la 
catégorie dérivée T>(X). Si M — > T. est une résolution injective on obtient un morphisme 
C.[— 1] — > 1. qui est un qis. Cela fournit, par application du foncteur T* un morphisme 

a : L.[-l] = r„£.[-i] -> r„x. = Rr*A/" 

dans la catégorie dérivée V(Ra). 

Par ailleurs, il résulte de [HMDP1] 2.17.3 qu'il existe un faisceau dissocié C avec une 
suite exacte O^S^C^Af^O. Le triangle associé à cette suite exacte donne un 
morphisme fio : H — > £[1] dans la catégorie dérivée T>(X) puis, par application de T*, un 
morphisme dans V(Ra) '■ 

(3 : RThJV — > RT*£[1] 

qui induit, puisque £ est dissocié, un épimorphisme de foncteurs H®(J\f <S>a-) —> HI(£®a-), 
un isomorphisme Hl(J\f<g>A-) — > (£<8U-)> un mono morphisme iï"^ (A/"® a-) — >■ ^*(£<8>A-)- 
On a, ensuite, l'isomorphisme de dualité vu en 0.5 : 

é> : RT*£[1] -> RHomgr A (Rr,£ v (-4), A) [-2]. 

De la même façon que ci-dessus, et avec les mêmes conventions de degrés, la suite 
duale de (2) donne un morphisme 

70 : r„^y(-4)[-l] -> Rr,£ v (-4), 

ou encore, en tenant compte de la dualité de Serre : H^M^(-A) ~ (H^Mi)* : 

7o:M :[-i]^Rr*£ v (-4), 

et, par application de RHomgr A (., A), on obtient 

7 : RHomgr A (RT,£ V (-A), A) [-2] -> RHomgr ^ (M* [-1], A) [-2] = M. [-1] 
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la dernière égalité provenant du fait que M_ est formé de irU-modules libres, donc est 
acyclique pour Homgr . 

En définitive, en décalant de 1, on a un morphisme ip = ^Ofia : L, — > M. dans D{Ra). 
A priori, ce morphisme est dans la catégorie dérivée mais, comme L. est un complexe de 
-R^-modules libres de type fini, cp est représenté par un morphisme de complexes, unique à 
homotopie près (cf. [RD] I 4.7 p. 46 en changeant injectif en projectif et en renversant le 
sens des flèches). De plus, ce morphisme est un psi fort. En effet, cela résulte du fait que 
9 est un isomorphisme, que a et 7 induisent des isomorphismes sur les foncteurs h\, ho et 
h-i et des propriétés de (3 énoncées ci-dessus. 

c) Le théorème de Rao pour les triades : fibres de ^ a- 

Un anneau A étant donné, les résultats du paragraphe précédent permettent de définir 
une application ^a qui à une famille de courbes C associe la classe de triades T(C). Les 
théorèmes "de Rao" vont permettre de préciser l'image et les fibres de ^ a lorsque l'anneau 
A est local et son corps résiduel infini. 

Dans [HMDP1] 3.2 nous avons montré le théorème suivant (généralisation aux familles 
de courbes du théorème de Rao, deuxième forme) : 

Théorème de Rao pour les faisceaux. On suppose A local à corps résiduel infini. 
Soient C et C deux familles plates de courbes paramétrées par A, munies de résolutions 
de type N, avec des faisceaux Af, Af' . Alors, C et C sont dans la même classe de biliaison 
si et seulement si Af et Af' sont pseudo-isomorphes, à décalage près. 

En termes de triades, ce résultat permet de calculer les fibres de ^a, ce qui généralise 
la première forme du théorème de Rao : 

Théorème 3.9. (Théorème de Rao pour les triades) On suppose A local à corps 
résiduel infini. Soient C et C deux familles plates de courbes paramétrées par A et soient 
L. et des triades de Rao de C. Alors, C et C sont dans la même classe de biliaison si et 
seulement si les triades L. et L % sont pseudo-isomorphes, à décalage près (i.e. s'il existe 
un entier h tel que Von ait T(C) =T (C')(h) ). 

Démonstration. Cela résulte du théorème de Rao rappelé ci-dessus, de 3.6 et de 2.14. 

d) Le théorème de Rao pour les triades : image de ^ a- 

Grâce aux résultats de [HMDP2] exprimés en termes de triades on peut montrer la 
généralisation de l'assertion de surjectivité (toujours à décalage près) du théorème de Rao 
(i.e. de l'application ^a) ■ 

Théorème 3.10. On suppose A local à corps résiduel infini. Soit L. une triade. Il 
existe une famille de courbes C telle que la triade associée à C soit pseudo-isomorphe à L., 
à décalage près. 

Démonstration. On peut supposer que L. est une triade majeure. On prend le faisceau 
triadique associé Af (cf. 2.5). En vertu de [HMDP2] 2.7 il existe une courbe C avec une 
résolution de type N de la forme 0— >V — > Af — > Je — >0et cette courbe convient. 
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Plus précisément, le théorème suivant donne exactement l'image de i-e. les 
décalages possibles : 

Théorème 3.11. On suppose A local à corps résiduel infini. Soit L. une triade, T 
sa classe de pseudo-isomorphisme, M un faisceau triadique associé et soit Ao le faisceau 
extraverti minimal (unique) de la classe de pseudo-isomorphisme de M (cf. [HMDP1] 2.14). 
Soit q = qa/q la fonction q de Ao (cf. [HMDP2] 2.4) et soit h = Y. n ez n( ï( n ) + deg A" . 

1) Il existe une famille de courbes Co et une résolution — > Vo — > Ao — » Jc Q (ho) — > avec 
Po dissocié. La classe de triade associée à Co est égaie àT(-ho). 

2) Si Ci est une famille de courbes telle que T(C\) = T(—h), on a h > ho- Si d et g (resp. 
do e t 9o) son t respectivement le degré et le genre de Ci (resp. Co) on a d > do et g > go. 

3) Réciproquement, pour tout h > ho il existe une famille de courbes Ci avec T{C\) = 
T(-h). 

4) Si de plus on a h = ho, Ci et Co sont jointes par une déformation à cohomologie uniforme 
(cf. [HMDP2] 2.8) et triade constante. 

On dit que Co est une famille minimale de courbes. 

Les autres familles de courbes de la classe de biliaison s'obtiennent à partir de Co par 
des biliaisons élémentaires suivies d'une déformation à cohomologie uniforme et triade 
constante. 

Démonstration. Cela résulte de [HMDP2] 2.9 et 2.10 (Th. de Lazarsfeld-Rao). Dans le 
point 4) , comme les familles Co et Ci ont des résolutions de type N avec les mêmes faisceaux 
V et M les triades associées sont les mêmes à psi près. 

Remarques 3.12. 

1) Ce théorème décrit exactement les familles de courbes minimales associées aux triades. 
Il généralise donc les résultats de [MDP1,3] qui traitaient ce problème pour les courbes 
sur un corps, à partir des modules de Rao. On notera que si deux triades sont pseudo- 
isomorphes elles correspondent à la même classe de biliaison de familles de courbes et, en 
particulier, ont même famille minimale, à déformation près. 

2) Lorsque A est un anneau de valuation discrète le faisceau Mo extraverti minimal est 
triadique et on peut le calculer explicitement à partir d'une triade donnée (cf. 1.32 et 
les exemples du §5). Il est caractérisé par le fait que H^Af est de torsion. Dans le cas 
d'un anneau local quelconque la détermination du faisceau extraverti minimal est plus 
problématique. 

e) Le cas de la liaison impaire. 

On a, grâce à la dualité, une caractérisation de la liaison impaire : 

Théorème 3.13. On suppose A local à corps résiduel infini. Soient C et C deux 
familles plates de courbes paramétrées par A, et soient L . et L _ des triades de Rao de C et 
C . Alors, C et C sont liées par un nombre impair de liaisons élémentaires si et seulement 
si les triades L. et L % sont duales à psi près et à décalage près, i.e. s'il existe un entier h 
tel que L.(h) soit pseudo-isomorphe à une triade duale de L . 

Démonstration. Supposons C et C jointes par un nombre impair de liaisons et montrons 
que les triades associées sont duales, à décalage près. En vertu de 3.9 il suffît de traiter le 
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cas d'une liaison par des surfaces de degrés s et t. On considère des résolutions de type N 
et E de C et de type N de C, avec les faisceaux respectifs A/", £ , A/ 7 . On sait, cf. [HMDP1] 
2.24 qu'on peut prendre E = A/" /v (— s — t). On note L. et L[ les triades associées à M et 
M' et M. la cotriade associée à S. En vertu de 0.2 on a M. = (L;(s + £-4))* au sens des 
complexes. Le théorème de comparaison 3.8 ci-dessus fournit un psi fort <p : L. — > M. et 
on conclut par 1.27 .4. 

Réciproquement, si les triades sont duales, on lie C à une famille Ci. Le sens direct 
montre que les triades associées à Ci et C sont pseudo-isomorphes et on conclut avec 3.9 
appliqué à Ci et C. 

Remarque 3.14. Si le corps résiduel k de A est fini les assertions d'existence 3.9, 3.10, 
3.11 et 3.13 restent vraises à condition de remplacer éventuellement A par un anneau local 
B fini et étale sur A. 

4. Courbes, faisceaux et triades : dictionnaire. 

a) Propriétés des triades et des fondeurs triadiques. 

Les propositions suivantes caractérisent deux types importants de triades : 

Proposition 4.1. Soit L. = (Li-^L -^L_i) une triade, H son cœur, C son conoyau 
et V le fondeur assodé. Les propriétés suivantes sont équivalentes : 

1) V est exad à droite, 

2) on a un isomorphisme de fondeurs V ~ H <S>a •> 

3) C est plat sur A, 

4) L. est pseudo-isomorphe à une triade de la forme Li-^L -^0. 

5) L. est pseudo-isomorphe à une triade majeure (resp. mineure ) de la forme L i — ^Lo — ^->0 . 
On dit alors que la triade est exacte à droite ou modulaire. 

Démonstration. 1) 2). Soit Q un A-module quelconque, on le résout par des A- 
modules libres : F\ — > Fq — > Q — > et, comme y est exact à droite, on en déduit la suite 
exacte V(Fi) -> V(F ) -> V(Q) -> 0. Mais, comme F est additif on a V(Fj) = F(A)®^F 
d'où la conclusion puisque l'on a H = V(A). 

2) 3). La platitude de C est équivalente à la nullité de Tor^(C, Q) pout tout Q 
et la conclusion résulte du lemme 1.5. 

3) =>• 4). En vertu de 1.30 et 1.16 on se ramène au cas où C est nul. Il suffit alors 
de remplacer L. par L\ — ^Keriio (on notera que, comme do : L — > L_i est surjective et 
L_i plat sur A, il en est de même de Ker<io)- 

4) 5). Cela vient de 1.14 et 1.24. 

5) =^ 2) est clair et 2) =^ 1) résulte de l'exactitude à droite du produit tensoriel. 

Proposition 4.2. Soit L. = (Li^L ^L_i) une triade, H son cœur et V le fondeur 
associé. Les propriétés suivantes sont équivalentes : 

1) V est exact à gauche, 

2) il existe un R A-module gradué D, de type fini sur A, tel que Von ait un isomorphisme 
de fondeurs V ~ Homgr A (D, .), 

3) E = Cokerdi est plat sur A, 

3') il existe une triade L _ = (L^—^L'q—^L'^) pseudo-isomorphe à L. telle que E' = 
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Coker d[ soit plat sur A, 

4) Kerdi commute au changement de base, i.e., pour tout A-module de type fini Q, la 
flèche naturelle 

(Ker<ii) <S>a Q — > Ker [d\ ®a Q) est un isomorphisme, 

5) L. est pseudo-isomorphe à une triade de la forme O—^Lq—^L-i, 

6) L m est pseudo-isomorphe à une triade mineure P . de la forme — ^Pq — VP_i. 
On dit alors que la triade est exacte à gauche ou représentable. 

Si, de plus, A est un anneau principal on peut remplacer dans 3) la platitude de Coker d± 
par celle de H = ho(L.). 

Démonstration. 1) =>■ 2). On considère une résolution injective de Q : — > Q — > Iq — > 
Ji. Comme le foncteur y est exact à gauche on obtient la suite exacte — > V(Q) — > 
V(/ ) -> ^(/i). Posons L> = /i ( L .) et C = h_i(L t ). On montre alors, comme pour 1.5, 
mais en renversant le sens des flèches, qu'on a, pour tout A-module M, la suite exacte (cf. 
aussi [H] 4.5) 

-> Ext^(C",M) -> V(M) -> Homgr A (L>,M) -> Ext^(C",M). 

En appliquant cette suite à M = If- on voit que l'on a V(/fc) = Homgr ^(-D, lu) (car //. est 
injectif de sorte que les Ext* sont nuls) et on en déduit V(Q) = Homgr A (D, Q). 

2) ^> 1) est clair. 

Soit L. un complexe de T. On a vu, cf. 1.4, que, si d : E — > L_i est la flèche induite 
par c?o, on a V(Q) = Ker <i ® Q. Si on a une injection Q' — > Q de A-modules l'injectivité 
de V(Q') — > V(Q) est alors équivalente à celle de E <S>a Q' —> E <S>a donc à la platitude 
de E. Ceci montre 1) =^ 3) et 3' =>• 1). Bien entendu 3) =^ 3') est clair. 

Montrons l'équivalence de 3) et 4). Si on pose B = Imdi, la platitude de E implique 
celle de B, donc équivaut aux relations Tor^ (E, Q) = Tor\ (B, Q) = pour tout A-module 
Q et l'application de . ®a Q à la suite exacte — * Kerrfi — > L\ — > S — > montre que ces 
conditions équivalent aussi à la commutation du noyau au produit tensoriel. 

3) =^ 5) est clair (il suffît de prendre le complexe — > E 1 — >L_i qui est adéquat 
puisque E est plat). 

5) =^ 6) se démontre en tronquant les complexes comme en 1.24 et 6) =^ 3') est clair. 

Pour l'assertion supplémentaire, notons qu'on a la suite exacte — > H — > E 1 — > 
Im<io — > 0. Si l'anneau est principal, le module Imdo qui est inclus dans L_i est sans 
torsion, donc plat, de sorte que la platitude de E et celle de H sont équivalentes. 

Définition 4.3. Une triade est dite exacte si elle est à la fois exacte à gauche et à 
droite. Une telle triade est modulaire et définie par un RA-module H plat sur A. 

Remarques 4.4. 

1) Comme les propriétés 4.1 et 4.2 s'expriment en termes de foncteurs V , il est clair que si 
une triade est pseudo-isomorphe à une triade modulaire (resp. représentable, resp. exacte) 
elle est modulaire (resp. représentable, resp. exacte). Si T est une classe de triades pour 
la relation de pseudo-isomorphisme on dira que T est modulaire (resp. représentable, resp. 
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exacte) si l'une quelconque des triades de T l'est. 

2) Si L. et M. sont deux triades duales, L. est modulaire si et seulement si M, est 
représentable (utiliser les caractérisations 4) et 6) de 4.1 et 4.2). 

La proposition suivante montre que, dans le cas des triades modulaires ou représenta- 
bles, le foncteur détermine la triade, si bien que la difficulté évoquée en 1.35. c ne se produit 
pas. 

Proposition 4.5. Soient L, et L[ deux triades modulaires (resp. représentables) et 
V et V les fondeurs associés. On suppose V et V isomorphes. Alors L. et L m sont 
pseudo-isomorphes. 

Démonstration. Dans le cas modulaire, posons H = V(A) et H' = V'(A). Ces modules 
sont isomorphes et V et V sont tous deux isomprphes au foncteur H ®a •• On peut 
supposer que L. = {Li—^Lq — > 0) et L, = {L^—^L'q — > 0) sont deux triades majeures. 
Les flèches di et d[ donnent des présentations libres de H. On a alors une flèche L. — > L_ 
qui est un pseudo-isomorphisme, d'où le résultat. 

Le cas représentable résulte du cas modulaire par dualité (cf. 4.4.2 et 1.27). 

b) Le dictionnaire courbes-faisceaux-triades. 

L'énoncé suivant établit le lien entre les propriétés des familles de courbes (à spécialité 
constante, etc.), pour lesquelles on renvoie à [MDP1] VI, les propriétés des triades associées 
(exactitude à droite, etc.), et celles des faisceaux £ et M des résolutions de type E et N. 

Proposition 4.6. Soit C une famille de courbes, L. une triade associé. Soient — > 
£ — > J- — > Je — * une résolution de type EetO^V^Af^Jc^Q une résolution de 
type N triadique de Je- Les propriétés suivantes sont équivalentes : 

1) C est à spécialité constante, 
1 ') LLlJc est plat sur A, 

1") H\Jc commute au changement de base, 

2) L. est une triade exacte à droite, 

3) HlN est plat sur A, 

3') H}J\f commute au changement de base, 

4) H%£ commute au changement de base, 
4') Hl£ est plat sur A. 

De plus, si A est un anneau de valuation discrète et si le faisceau Af est extraverti, la 
condition 3) est équivalente à H^Af = 0. 

Démonstration. L'équivalence de 1) et V) est claire par définition de la spécialité con- 
stante. 

Pour toute famille de courbes C, comme H^Jc est plat (c'est H^Op) et commute au 
changement de base, H^Jc commute au changement de base de sorte qu'on a l'équivalence 
de V) et 1"). Comme le foncteur V de la triade associée à C n'est autre que K\{Jc ®a •) 
(cf. 3.6), l'équivalence de 1") et 2) est claire. 

On a un isomorphisme de foncteurs Hl(Af <S>a •) — LL\{Jc ®a •) d'où l'équivalence 
de 3') et 1"). Comme M est triadique, H%Af commute au changement de base, et cette 
propriété est encore équivalente à 3). 
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Enfin l'équivalence de V) et 4) est claire et 4') en résulte aussitôt (car un H 3 commute 
toujours au changement de base). 

Dans le cas extraverti, comme H^Af est de torsion, il est plat si et seulement si il est 

nul. 

Proposition 4.7. Soit C une famille de courbes, L. une triade associée. Soient 

— >£— > J 7 — > Je — > une résolution de type E cotriadique et — > V — > H — > Je — ► 
une résolution de type N de Je- Les propriétés suivantes sont équivalentes : 

1) C est à postulation constante 

1 ') H® Je commute au changement de base, 
1") le foncteur Hl(Jc <8u .) est exact à gauche, 

2) L . est une triade exacte à gauche, 

3) H®N commute au changement de base, 

4) FL\£ commute au changement de base. 

Démonstration. L'équivalence de 1 ) et 1 ') résulte de la définition de la postulation cons- 
tante. On voit aussitôt en tensorisant une suite exacte — > Q' — > Q — > Q" — > 0, que cette 
condition équivaut à 1") et donc à 2) par définition de la triade associée (cf. 3.6). 
Pour 3) on a la suite exacte de foncteurs : 

- H°{V ® A •) - H°{U®a •) - H°(J C ® A .)^0 

et, comme H®(V <S>a •) est exact, on voit facilement que V) et 3) sont équivalentes. 
Pour 4) on a la suite exacte de foncteurs : 

- ® A •) - •) - #*°(Jc ®a .)-^Hl(E ® A •) - 

avec iï* (£ <8u •) exact (car JF est dissocié) et, comme £ est dual d'un triadique, H®(£ ®a 
.) exact à droite et Hl(£ <S>a •) exact à gauche. On coupe la suite exacte en deux en 
introduisant F = Ker cp. La première suite exacte montre que F est exact à droite et on 
conclut à l'équivalence de V) et de 4) grâce à la deuxième suite exacte. 

Corollaire 4.8. Soit C une famille de courbes, L. une triade associée. Soient — > 
£ — > T — > Je — > une résolution de type E cotriadique et — > V — > N — > Je — » une 
résolution de type N de Je- Les propriétés suivantes sont équivalentes : 

1) C est à cohomologie constante 

2) L. est une triade exacte, 

3) H®N est plat et commute au changement de base, 

4) H%£ est plat et commute au changement de base. 
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5. Construction de triades, application à la construction de familles de courbes. 

Ce paragraphe, qui est essentiellement constitué d'exemples, a pour objectif essentiel 
de montrer comment on peut, en utilisant les triades, construire des familles de courbes 
gauches, paramétrées par un anneau de valuation discrète. ( 5 ) 

Un bon fil conducteur pour le parcourir est l'exemple des courbes de degré 4 et genre 
évoqué dans l'introduction. Dans ce cas, on sait, cf. [MDP4] ou [El], que le schéma 
de Hilbert H^q est réunion de deux sous-schémas à cohomologie constante H\ = H lljPl 
et H 2 = H l2yP2 . Ces sous-schémas sont tous deux de dimension 16 et leurs adhérences 
sont les composantes irréductibles de H^$. La courbe générale Ci de H\ est une courbe 
de bidegré (3, 1) sur une quadrique, de module de Rao k(— 1). La courbe générale C 2 de 
H 2 est la réunion disjointe d'une cubique plane et d'une droite, avec un module de Rao 
du type de Rj (X, Y, Z, T 3 ), de dimensions 1, 1, 1, en degrés 0, 1, 2. Par semi-continuité, il 
est clair que Hi est ouvert et H 2 fermé et la question est de savoir si H 2 est faiblement 
adhérent à H 1: i.e. si on a Hi n H 2 ^ 0, ou encore, s'il existe une famille de courbes C, 
paramétrée par un anneau de valuation discrète A dont le point générique est dans H\ et 
le point spécial dans H 2 . Nous allons voir que c'est bien le cas (cf. 5.21). 

On sait, en vertu de 3.6, qu'à toute famille de courbes C est associée une triade, dont 
le foncteur associé mesure la variation du module de Rao dans C et le théorème de semi- 
continuité affirme que les dimensions du module de Rao au point générique sont inférieures 
à celles du module de Rao au point spécial. La proposition 5.8 ci-dessous précise la relation 
entre ces modules en montrant que, pour toute triade sur un anneau de valuation discrète, 
la valeur du foncteur V associé au point générique est, à déformation près, un sous-quotient 
de la valeur de V au point fermé. 

Cette constatation étant faite, notre objectif est de parcourir le chemin en sens inverse. 

Il s'agit d'abord, partant d'un sous-quotient, de construire une triade correspondant à 
ce sous-quotient. En général la construction se fait en deux étapes : on détermine le cœur 
H et le conoyau C de la triade souhaitée, puis on construit une extension u de longueur 
2 de C par H. On reconstitue alors aisément la triade à partir de ces éléments, cf. §a). 
Dans chaque étape il n'y a pas unicité des constructions et des choix vont devoir être faits, 
avec des incidences sur les courbes obtenues. 

Ensuite, avec l'algorithme développé dans [HMDP2], on construit les familles de 
courbes associées à cette triade, en commençant par les minimales et en effectuant des 
biliaisons si nécessaire. 

Nous donnons plusieurs exemples construits selon cette procédure et une première 
analyse, sommaire, montrant comment les diverses étapes doivent être réalisées pour 
obtenir une famille de courbes de degré et genre donnés et dont la variation de la co- 
homologie est prescrite. 

Notation. Dans ce qui suit on utilisera souvent la notation chiffrée suivante : le module 

( 5 ) Une autre question fondamentale, que nous aborderons dans une étude ultérieure, est 
de montrer, au contraire, l'inexistence de certaines familles de courbes. 
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0i=i Ra{— ni) ai sera noté n" 1 , • • • , n^ r . Pour éviter le risque de confusion avec le module 
nul on notera le module Ra- 

a) Construction d'une triade à partir de son cœur, de son conoyau et d'une extension de 
longueur 2 de ces modules. 

Dans ce paragraphe A désigne un anneau noethérien. 

Si L. = Li—^Lo-^L-i est une triade, on lui associe son cœur H, son conoyau C et 
l'extension de R A-modules 

-> H -> E^L_ X -> C -> 0, 

dont la classe est un élément -u de Ext^ (C, if), cf. 1.1. Nous montrons ci-dessous 
comment on peut, inversement, construire explicitement, à partir de C,H,u, une triade 
qui redonne ces éléments. Dans le cas où A est un anneau de valuation discrète et L. une 
triade majeure élémentaire la construction ci-dessous redonne la triade initiale à psi près. 

On considère une résolution libre graduée de C : 

(1) ► P 3 ^P 2 ^P 1 ^P -> C -> 

et une résolution libre graduée de if : 

(2) >Q 1 ^Q ^H ->0. 

On désigne par P. et Q , les complexes obtenus à partir de ces suites exactes en oubliant 
les termes C et H. Un élément u de Ext \ A (C, H) correspond à un morphisme u : P 2 — > if 
vérifiant = (modulo ceux qui proviennent de P\). L'homomorphisme u induit un 
morphisme de complexes u. : P .[2] — > Q # , avec des flèches wo : Pi — > <5o, wi : P3 — > Qi 
etc. Soit -KT. le cône du morphisme -u. et L. le complexe obtenu en tronquant K . en degrés 
— 1, 0, 1. On a donc L_i = P 0î f = -Pi © Qch f 1 = -P2 © Qi et les flèches do = (ô 0) et 

(il = J , avec le résultat suivant : 

V^o 7/ 
Proposition 5.1. 

Le complexe L. construit ci-dessus est une triade majeure qui a pour conoyau C, pour 
cœur H et dont l'élément de Ext^ A (C, H) associé est u. Cette triade est bien définie à un 
psi fort près. On la note L.(C, H, u). 

2) On suppose que est A un anneau de valuation discrète. Soit L. une triade majeure 
élémentaire et soient C, H et u le conoyau, le cœur et l'extension associés à L.. Alors, L. 
et L.(C, H, u) sont pseudo-isomorphes. 

Démonstration. 1) Par définition du cône on a la suite exacte de complexes : — > Q m — > 
K . — > P. — > et la suite exacte d'homologie associée donne les isomorphismes cherchés. 
Des choix différents des résolutions de C et if ainsi que des relèvements Ui définissent le 
même complexe K . à qis près, de sorte que L., qui est obtenu par troncature, est bien 
défini à un psi fort près. 

Le point 2) résulte de 1.34.2. 
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Remarques 5.2. 

1) On peut décrire explicitement l'extension de C par H associée à u. On considère le 
module E, somme amalgamée de H et P\ au-dessus de P 2 , c'est-à-dire le module donné 
par la suite exacte : 

(3) P 2 { ^H © P x -> E -> 0. 

L'extension de longueur 2 définie par u est alors : 

O^H^E^Po^C^O 

et on obtient une triade pseudo-isomorphe à L.(C, H, u) en juxtaposant L_i = P et une 
résolution Li — > L — > -E 1 — > 0. 

2) Au sens de la remarque précédente, la construction de la triade au moyen du cône de 
u. effectuée ci-dessus consiste, pour résoudre E, à résoudre H © P\ par Qo ® P\. Dans 
certains cas cette construction n'est pas la plus économique (en ce sens qu'elle donne des 
modules Li de rangs inutilement grands). On a en particulier le résultat suivant : 

Proposition 5.3. Avec les notations précédentes, on suppose que u admet un 

relèvement u surjectif et on appelle û l'homomorphisme de Ker^o dans H induit par 
u. On a alors une suite exacte — > KerU — > P\ — > E — > 0. On obtient une résolution 
L\ — > Lo — > -E 1 — > en prenant Lq = P\ et pour L\ le premier module d'une résolution de 
Kerû. La triade L\ — > Lo — > Po obtenue est pseudo-isomorphe à L.(C, H, u). 

Démonstration. Cela résulte de la surjectivité de û et de la suite exacte (3) ci-dessus. 

b) Le cas d'un anneau de valuation discrète. 

Dans ce paragraphe A désigne un anneau de valuation discrète d'uniformisante a et 
de corps résiduel k et on commence par montrer un résultat qui compare les groupes 
d'extensions sur R et sur Ra- 

Proposition 5.4. 

1 ) Soient M' et M" deux RA-modules gradués annulés par a (de sorte que ce sont aussi 
des R-modules). On a une suite exacte : 

> Ext ^(M", M')^Ext x Ra (M", M')^rlom R (M", M') 

^Extl(M'\M')^ExtljM'\M')^Ext R (M'',M') -> • • • 

2) Si, de plus, A est une k-algèbre, les flèches jk, pour k > 1, admettent des rétractions et 
on a pour tout k > 1 une suite exacte scindée : 

-> Ext^(M // ,M , )^Ext^ A (M ,/ ,M / )^Ext^- 1 (M // ,M , ) -> 0. 



Démonstration. 1) On considère une résolution libre graduée de M" sur Ra '■ 

y l 2 Jl, Li J^ Lo jUm" ^0 
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et on pose K = Imôo. En tensorisant par k on obtient un complexe 

y Sx y <5 y 
• ■ ■ — > ^-Lo 

dont les seuls groupes d'homologie non nuls sont M" <S>a k en degré et Tor f(M", k) en 
degré 1, qui sont tous deux isomorphes à M" puisque M" est annulé par a. Si on pose 
K = K <S>a k on a donc une suite exacte : 

(4) -> M" -> Z -> L ^M" -> 0. 

On pose Z = Ker J? et on note alors les faits suivants : 

1) Pour z > 1 on a un isomorphisme 

Ext ^ (K, M') ~ Ext J+ 1 (M", M') . 

2) Comme • • • L 2 — — > -K" — > est une résolution de K et comme on a, pour i > 1, un 
isomorphisme 

Hom^C^M') ~ Hom ^(Li, M') 
(car M' est annulé par a), on en déduit, pour i > des isomorphismes : 

Ext^^MO-Ext^M'). 

3) La partie droite de la suite exacte (4) donne pour i > 1 les isomorphismes : 

Ext^ hl (M", M') ~Ext^(Z, M'). 

La conclusion du point 1) s'obtient alors en écrivant la suite d'homologie associée à la 
partie gauche de (4) (avec une variante pour k = 1 que nous laissons au lecteur). 

2) La flèche jk s'interprète en termes d'extensions : elle consiste simplement à con- 
sidérer un .R-module M extension de M" par M' comme un ^-module annulé par a. Si 
A est une /c-algèbre cette flèche admet une rétraction évidente qui consiste à considérer un 
IrU-module comme un .R-module par restriction des scalaires, ce qui donne le point 2). 

On reprend maintenant les notations du §a) dans le cas d'un anneau de valuation 
discrète. 

Soit u G Ext Ra (C,H). La fonctorialité du foncteur Ext 2 appliquée aux morphismes 
canoniques H — > H <S>a k et Tor i(C, k) — > C donne un homomorphisme 

<p : Ext \ A (C, H) - Ext \ A (Tor f (C, k),H® A k). 

Comme les deux modules H® A k et Tor f (C, k) sont annulés par a on a aussi le morphisme 

^ 2 : Ext ^ (Tor f (C, k),H ® A k) -> Ext ^(Tor f (C, fc), H ® A k) 

défini en 5.4 ci-dessus. Si on pose 9 = ip 2 <p on vérifie aisément le résultat suivant : 
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Proposition 5.5. Soient C,H des RA-modules, u G Ext \ A (C,H) et L. = L.(C,H,u) 
la triade définie en 5.1. On note V le foncteur associé à L.. Alors, la classe de V(k) comme 
extension de Tor i(C, k) par H ®a k (cf. 1.5) est égale à 9(u). 

c) Sous-quotient associé à une triade. 

Définition 5.6. Soit k un corps et soient M et M deux R-modules gradués. On dit 
que M est un sous-quotient de M si M est un quotient d'un sous-module gradué de 
Mq (ou, ce qui revient au même, un sous-module d'un quotient de Mq). On note alors 
M«M . 

Se donner M comme sous-quotient de M revient à se donner un drapeau de sous- 
modules : Mi C J C M avec M = J/M\ ou encore un diagramme commutatif de suites 
exactes du type suivant : 



(M < M ) 




I 

Mi 



J 



M 

i 





I 

Mi 

I 
M 

I 

Mo/Mi 

ï 




M_i 



M_! 



Il revient encore au même de se donner la suite exacte verticale 
et le module M comme extension de J par M_i. 



Mi -> J -> M 



Définition 5.7. Soit A un anneau de valuation discrète de corps résiduel k. On appelle 
déformation de sous-quotient la donnée d'un R-module M , d'un sous-quotient M de 
Mq et d'un R A-module Ma qui est une déformation plate de M (i.e. un R A-module, plat 
sur A tel que l'on ait Ma ®a k = M). Une telle donnée sera notée Ma ~ M < M . 

Proposition 5.8. Soient A un anneau de valuation discrète, K son corps des fractions 
et k son corps résiduel. Soit L . une triade sur A (resp. une triade modulaire, resp. une 
triade représentable), V le foncteur associé, M = V(k). Soient H le cœur de L. et C 
son conoyau. On note H T le sous-module de A-torsion de H. Alors, le RA-module gradué 
M A = H/H T est plat sur A et on a M a ®aK = V(K) et Ma (8) a k = M, où M est le 
sous-quotient (resp. le quotient, resp. le sous-module) de Mq défini par le drapeau 



Mi = H T ®a k C J = H ® A k C M 
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avec comme quotient M_i = M / J = Tor f (C, k). 

On note T>(L.) la déformation de sous-quotient ainsi obtenue et on dit que la triade joint 
les modules M et M sur A. 

Démonstration. Comme A est un anneau de valuation discrète, Ma est un .R^-module 
gradué, plat sur A. Comme K est plat sur A on a bien Ma <8>a K = H <S>a K = V(K). On 
a la suite exacte (cf. 1.5) 

-> H® A k -> V(k) -> Tor^(C,A;) -> 

qui s'écrit encore — > J — > Mo — > M_i — > 0. 

Par ailleurs, la suite exacte — > if r — > if — > H/H T — > dont le quotient est plat 
donne, en tensorisant par fc, la suite — >■ Mi — > J — > M — > 0, d'où un diagramme du type 
(M < Mq) qui donne les propriétés annoncées. 

L'assertion sur les cas modulaire et représentable résulte des équivalences L. modulaire 
•<=>- C plat et L. représentable <^=^ H plat (cf. 4.1 et 4.2). 

On obtient aussitôt, avec 5.8 le corollaire suivant, annoncé dans l'introduction : 

Corollaire 5.9. Soient A un anneau de valuation discrète, K son corps des fractions 
et k son corps résiduel. Soit C une famille de courbes paramétrée par A. Alors, le module 
de Rao H\Jc® a k au point générique est le point générique d'une déformation plate sur 
A d'un sous-quotient du module de Rao HlJc® A k au point fermé. 

d) Construction de triades à partir de déformations de sous-quotients : analyse des con- 
ditions nécessaires. 

À partir de ce paragraphe l'anneau A est un anneau de valuation discrète d'uniformi- 
sante a et de corps résiduel k. 

On considère une déformation de sous-quotient Ma ~ M<M , le sous-quotient M<iM 
étant donné par un diagramme (M<M ) comme ci-dessus et on cherche à construire une 
triade L. élémentaire (Le., dont le conoyau est de torsion) qui redonne cette déformation 
par 5.8. Si H et C désignent le cœur et le conoyau de L. on a, par 5.8, des conditions 
nécessaires sur C et H : 

Conditions nécessaires 5.10. Avec les notations ci-dessus, on a les conditions : 

M A ^ H/H T , J = H® A k, M_i = Torf (C, k). 

On en déduit M = H/H T ®a k et M\ = H T 0a k. Si C et H vérifient ces conditions on 
dira qu'ils sont compatibles avec la déformation de sous-quotient Ma ~ M < M . 

Remarques 5.11. 

1) Il est essentiel de noter qu'en général, les conditions 5.10 ne déterminent pas entièrement 
C et H. 

2) La condition sur C donne une indication sur la structure de A-module de C. Comme 
C est de torsion on a, pour chaque degré n, C n = 0^ A/ (a ni ) avec n; > et on a alors 
Tor i(C n , k) ~ C n ®a k = k Vn = M_i ;n qui donne r n (mais pas les ni). La détermination 
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des structures de -Ryi-modules sur C compatibles avec la donnée de la structure de R- 
module de M_i = Tor^(C, k) n'est pas évidente en général. 

3) Du côté de H, on a déjà H/H T = Ma et, comme A-module, on a H = H T © H/H T . 
Si on pose, pour un degré n, H T n = ^/(a ni ), la formule H T <S>a k = M\ permet 

de déterminer r n . Du point de vue de la structure de irU-module on a la suite exacte 
— > H T — > H — > H/H T — > qui se réduit modulo a en — > M\ — > J — > M — > 0, mais cela 
ne détermine pas complètement cette structure. Toutefois, lorsque iï T est annulé par a on 
peut calculer H à l'aide du lemme élémentaire suivant : 

Lemme 5.12. Soit H un R A-module gradué. On a une suite exacte : 
-> atf r -> if -> (#/# T ) x (H/iÎT)0Afc (# ® A /c) -> 0. 



Examinons l'exemple (4, 0) évoqué dans l'introduction de ce chapitre. On con- 
sidère M = k(— 1) comme sous-quotient de Mo = R/(X, Y, Z, T 3 ) comme suit : Mq 
est engendré comme espace vectoriel par t , avec t 3 = et on prend J =< t >~ 
#(-l)/(X, y, Z,T 2 ), M_i = /c et Mi =< t 2 >~ fe(-2). Dans ce cas, il n'y a pas le choix 
pour la déformation Ma : on a = A(— 1) avec une structure de -Ryi-module triviale. 
On peut alors déterminer tous les modules C et H compatibles avec ces données : 

Proposition 5.13. Avec les notations ci-dessus, C et H sont compatibles avec la 
déformation de sous-quotient Ma ~ MoMo si et seulement si on a C = A/(a n ) avec n > 
et une structure de RA-module triviale et H ~ Ra(—1)/(X, Y, Z, a m T, T 2 ) avec m > 0. 

Démonstration. L'assertion sur C résulte de la formule Tor^(C, k) = k. Pour H on a, 
comme A-module, H = H 1 ®H 2 avec H x ~ H/H T ~ A(-l) et H 2 = H T ~ (A/(a m ))(-2) 
avec m > 0. Il reste à préciser la structure de i^^-module de H. Soient e et f les 
générateurs de Hi et H 2 . Vu la réduction des multiplications dans J = H ®a k, et quitte 
à faire un changement de variables dans Ra, on peut supposer Xe = Ye = Ze = et 
Te = f. On en déduit le résultat. 

Retournons au cas général et supposons qu'on ait des modules C et H compatibles avec 
la déformation Ma ~ M <Mq. Pour avoir une triade qui donne cette déformation il reste, 
comme on l'a vu au paragraphe a), à trouver un élément convenable u de Ext 2 ÎA (C, H). 
Comme la donnée de H et de C redonne déjà M_i, Ma, ainsi que la suite exacte — > 
Mi — > J — > M — > 0, il reste à choisir u pour que l'extension de M_i par J associée à la 
triade soit bien Mq. Avec 5.5 et 5.10 on obtient : 

Proposition 5.14. Soient C et H des modules compatibles avec la déformation de sous- 
quotient Ma ~ M < Mq, soit u G Ext \ A (C, H) et soit L. = L.(C, H,u) la triade associée. 
Alors, la déformation de sous-quotient T>(L.) est égale à Ma ~ M < M si et seulement 
si l'élément 9(u) G Ext ^(Tor i(C, k),H ®a k) (cf. 5.5) est la classe de l'extension M de 
M_i par J. 

Dans le cas de l'exemple (4,0) nous verrons aux paragraphes e) et h) plusieurs cons- 
tructions de triades associées au sous-quotient donné en 5.13. 
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e) Construction de triades à partir de sous- quotients : la construction triviale. 

Soit A un anneau de valuation discrète d'uniformisante a, de corps des fractions K et 
de corps résiduel k. On suppose de plus que A est une /c-algèbre. Nous allons construire 
une triade sur A qui joint un module Mo et un de ses sous-quotients M. Cette construction 
est très simple et valable dans tous les cas mais elle ne donnera pas, en général, les courbes 
de plus petit degré, cf. 5.18.3 et %i)). 

Soit Mq un .R-module gradué de longueur finie et M un sous-quotient de Mo donné par 
un diagramme commutatif (M < Mo) comme en 5.6. Avec les notations de ce diagramme 
on pose j = il. 

Proposition 5.15. Avec les notations ci-dessus, le complexe 

M. = (Mi ® fc A^M ® fc A^M_! ® fc A) 

est une triade. Elle est formée de RA-modules gradués libres et de type fini sur A et le 
fondeur associé V, vérifie V(K) = M ® k K et V{k) = M . 

Cette triade sera appelée la triade triviale associée au sous-quotient M < M (cf. 5.16). 
Si M est un quotient (resp. un sous-module) de M la triade M. est modulaire (resp. 
représentable). 

Démonstration. C'est une vérification immédiate. Pour la dernière assertion, on a 
M_! = (resp. M x = 0) si M est un quotient (resp. un sous-module) de M . En 
vertu de 4.1 et 4.2 la triade est alors modulaire (resp. représentable). 

Remarques 5.16. 

1) Expliquons l'appellation "triviale" pour la triade construite ci-dessus. On vérifie d'abord 
les formules suivantes : C ~ M_i (considéré comme -R/L-module annulé par a), H T ~ M\ 
(considéré comme i?^-module annulé par a) , ce qui correspond aux choix triviaux pour les 
structures de A et de -R^-modules de C et H T (cf. 5.11). On a ensuite Ma — M ® fc A : 
Ma est une déformation triviale du sous-quotient M de M . On déduit de ces formules la 
structure de H comme produit fibré H ~ Ma xm J (cf. 5.12). 

L'élément u G Ext \ A (C, H) correspond à l'extension — > H — > E — > M_i ®a k — > C — > 0, 
cf. 1.1. On vérifie que l'on a E T ~ iJ T ~ Mi et i? Cg^ /c ~ M , de sorte que, comme E T est 
annulé par a, i? est un produit fibré en vertu de 5.12. On a aussi (E/E T ) ®^ /c ~ M /M 1: 
donc E/E T est une déformation plate de Mq/M\ et on vérifie que cette déformation est, 
elle aussi, triviale : E / E T = (M /Mi) ® fe A. 

On peut aussi comprendre l'élément u de la manière suivante. On part de l'extension 
— > J — > M — > M_i — > (dont la classe doit être égale à 9(u)) et l'on en déduit 
trivialement, en tensorisant par A sur /c, une extension de .R^-modules de M_i ®fc A par 
J çgu /c. En juxtaposant cette extension avec la présentation évidente de C = M_i : 

i ®A; A — >■ C — > on obtient une extension de C par J ® fc ^4- Comme 
iï est le produit fibré (M (g) a, -A) x M J, on a une flèche canonique de J <E>fc A dans iï et 
l'extension u s'en déduit par fonctorialité. 

Le nom de triviale donnée à la triade de 5.15 correspond donc au fait que, pour tous 
ses éléments constitutifs pour qui un choix se présente à partir des conditions nécessaires 
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5.10 et 5.14, ce choix est effectué de manière triviale. 

2) L'existence de la construction triviale montre qu'il y a toujours une triade qui joint 
un module à un sous-quotient. Une question plus délicate est l'existence d'une triade qui 
corresponde à une déformation de sous-quotient Ma ~ M<Mq donnée (pas nécessairement 
triviale) . Nous montrerons dans un travail ultérieur qu'une telle triade n'existe que si une 
certaine condition sur la déformation (la nullité d'un élément de Ext fj(M_i, M{)) est 
vérifiée. 

3) La construction triviale n'est pas en général la seule possible qui corresponde à un sous- 
quotient donné. Nous verrons ci-dessous d'autres exemples de constructions, soit avec des 
foncteurs triadiques différents de celui de la triade triviale (cf. 5.19), soit avec le même 
foncteur, mais des triades distinctes (cf. 5.20). 

Exemples 5.17. Dans tous les exemples on travaille sur une /c-algèbre qui est un anneau 
de valuation discrète A d'uniformisante a, de corps des fractions K et de corps résiduel k. 

1) Soit m l'idéal maximal (X,Y, Z,T) de R. L'exemple le plus simple de triade 
s'obtient en prenant pour M le .R-module R/m = k et pour M le module nul, vu comme 
quotient de M . On a alors la triade modulaire définie par le module H = A/ (a) considéré 
comme ^-module (en degré et avec des multiplications triviales par X, Y, Z, T) . Les 
valeurs du foncteur V aux points générique et fermé de Spec A sont bien et k. 

Une résolution majeure de cette triade est Ra(— l) 4 © Ra — ^Ra — > avec d\ = 
(XYZTa). 

2) Un deuxième exemple consiste à prendre les mêmes modules k et mais en con- 
sidérant cette fois comme sous-module de k. La triade est alors donnée par — > A — >A 
et on a encore les valeurs prescrites de V. On notera qu'on a V(A) = de sorte que V, 
qui n'est pas nul, n'est pas de la forme (V(A) ®a .). 

La triade majeure associée s'écrit, en notation condensée : 

l4 5 2 6 ^o, 1 4 ^0 

/ U 

avec d Q = (aXY ZT) et d x = 

V -ah V 

où I4 est la matrice identité d'ordre 4, U la matrice (X, Y, Z, T) et où l'on a posé 



V = 



( 


Y 


z 


T 








\ 




-X 








z 


T 










-X 





-Y 





T 


V 








-X 





-Y 


-z) 



3) Dans cet exemple, qui part du sous-quotient correspondant à une éventuelle famille 
de courbes de iÏ4,o, la triade obtenue n'est ni modulaire, ni représentable. 
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On considère le module M = Rj (X 7 Y, Z, T 3 ) qui est de dimension 1 en degrés 0, 1, 2 
et son sous-quotient M = k(— 1), concentré en degré 1. La méthode de 5.15 ci-dessus 
donne une triade mineure qui joint ces modules sur A : 

R A (-2)/(X, y, Z, T)^R A /(X, y, Z, T 3 )^R A /(X, y, Z, T) 

avec ôi(l) = at 2 et ôo(l) = a (où t désigne l'image de T dans le quotient). 

On obtient une résolution majeure L. = (Li — ^Lo— ^->L_i) de la triade précédente en 
posant L\ = l 3 , 2 7 , 3 ; L = 0, l 4 ; L_i = avec les flèches 
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-y 


-Z 





-a 2 T 


-aT 2 ) 



et d = (a X Y Z T). 

Nous exhiberons plus loin une triade, joignant les mêmes modules et définissant le 
même foncteur que L. mais qui ne lui sera pas pseudo-isomorphe. 

f) Calcul des familles de courbes obtenues à partir des triades triviales. 

Exemples 5.18. Nous déterminons ici les familles minimales de courbes associées (entre 
autres) aux exemples de 5.17. Nous utilisons pour cela les résultats de [HMDP2] où nous 
avons construit une fonction q qui généralise au cas des familles de courbes celle de [MDP1]. 
Dans tout ce qui suit c'est de cette nouvelle fonction q qu'il sera question. 

1) On considère la triade modulaire de 5.17.1 qui joint le module k au module nul 
(vu comme quotient de k). On voit aisément que le noyau iV est l'image de la matrice 
s : R A (-l) 4 © Ra(~2) 6 ^R A ® R A (-l) 4 avec 




où I4 est la matrice identité d'ordre 4, où U = (XY ZT) et où V est la matrice des 
relations entre X, Y, Z, T déjà vue en 5.17.2. 

Le calcul de la famille minimale associée à cette triade a été effectué dans [HMDP2] 3.2. 
Ces courbes sont de degré 6 et de genre 3, la famille est à spécialité constante. La courbe 
générique C de la famille C est une courbe ACM tandis que la courbe spéciale Cq est une 
courbe de la classe de biliaison de deux droites disjointes qui a même cohomologie qu'une 
courbe de bidegré (2,4) tracée sur une quadrique lisse, en particulier son module de Rao 
est concentré en degré 2. Cet exemple est le premier de ceux évoqués dans l'introduction. 

1') Cet exemple généralise le précédent. On part d'un module M de Koszul (cf. 
[MDP1] IV.6 ou [MDP3] V.2), M = R/(fi, f 2 , fz, h), où les fi sont des polynômes ho- 
mogènes de degrés rii avec < ni < n 2 < < et forment une suite régulière de R. 
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On considère le module H = R A j (a, /i, /2, /3, Îa) et la triade modulaire définie par H. La 
résolution de H est donnée par le complexe de Koszul 



J R A (-n î )© RA(-n % -n 3 )^R A ®^R A (-n,) a MR A ^ H 



l<i<j<4 



avec U = (fi f2 /3 ^4) et s la matrice par blocs comme en 5.17.2 mais où, dans V, les fi 
remplacent X, Y, Z, T. Cette résolution donne à la fois la triade et la flèche s qui permet le 
calcul des invariants (cf. [HMDP2] 3.1). On vérifie d'abord qu'on a bo = ni — 1. Il est clair 
qu'on a 60 > ni — 1 et il y a deux cas : si ni < n 2 on a a ni = 1 et (3 ni = 0, donc ni — 1 > bo 
par [HMDP2] loc. cit. ; si ni = n 2 on a a ni = (3 ni = 1 mais le module engendré par les 
colonnes de la matrice si(t) n'est pas libre de rang 1 (car la suite est régulière). 

L'analyse des valeurs de a n et (3 n se fait alors comme dans [MDP1] ou [MDP3] et 
donne les valeurs de la fonction q ou plutôt celles de g" : on a, en posant comme dans loc. 
cit., = sup(ni + n 4 , n 2 + n 3 ), 



g»(n) 



'0, si n < ni + n^ ; 

1, si ni + n 2 < n < ni + n 3 ; 

2, si ni + ns < n < fi ; 
,3, si n > ii. 



En particulier on obtient une famille minimale de courbes paramétrée par A avec la 
résolution 



-> PA (-m - n 2 ) © Op A (-m - n 3 ) © Pa (-/j) — > jV — > JcW -> 

où A/" est défini par la suite -> AT -> C Pa 0^ =1 ^(-«O ^Opa- Comme dans 
l'exemple 1), la famille est à spécialité constante, la courbe générique est ACM et la 
courbe spéciale est dans la classe de biliaison du module de Koszul Mq. On notera que 
cette dernière courbe n'est jamais une courbe minimale. 

2) On considère la triade vue en 5.17.2 qui joint encore le module nul et le module 
k, mais avec vu maintenant comme sous-module de k. Le calcul de la résolution de N 
donne la matrice s : 2 6 , 3 6 -> l 4 , 2 6 : 

\ah V 

où V et V sont les matrices du complexe de Koszul associé à la suite (X, Y, Z, T) . Le 
calcul de la fonction q a été effectué dans [HMDP2] 3.3. La famille minimale de courbes 
associée à cette triade est encore une famille de courbes de degré 6 et genre 3 comme 
dans l'exemple 1), mais, cette fois-ci, il s'agit d'une famille à postulation constante dont la 
courbe générique est ACM et dont la courbe spéciale est dans la classe de biliaison de deux 
droites disjointes et a même cohomologie que la réunion d'une quartique plane et de deux 
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droites qui coupent chacune la quartique transversalement en un point. En particulier le 
module de Rao a un unique terme non nul en degré 1 (et non plus en degré 2 comme dans 
l'exemple 1). Cet exemple est le deuxième de ceux évoqués dans l'introduction. Pour une 
étude plus approfondie du schéma de Hilbert iÏ6,3 cf. [AA]. 

On notera que si on fait une biliaison (6, +2) à partir de la famille 1) et une biliaison 
(4, +3) à partir de la famille 2), on obtient des familles de courbes lisses de degré 18 et 
genre 39, dont les fibres spéciales ont pour modules k(— 4), et qui sont limites de courbes 
ACM de deux façons différentes. On a donc, dans le schéma de Hilbert des courbes lisses 
H® 8 39, deux composantes irréductibles qui ont une intersection non vide. On retrouve 
ainsi l'exemple de Sernesi, cf. [S] ou [MDP1], X 5.8 p. 193. 

3) On reprend la triade L. de l'exemple 5.17.3 qui joint le module M = R/ (A, Y, Z, T 3 ) 
et son sous-quotient M = k(— 1) et dont on espère qu'elle peut fournir une famille de H^q. 

On calcule (en utilisant Macaulay) une résolution minimale du noyau N de la triade. 
On obtient la matrice s : 2 3 , 3 8 , 4 3 — > l 3 , 2 7 , 3 avec 
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\ ) 

On trouve dans ce cas «2 = @2 = 2 et bo = 1, puis «3 = (3s = 6, donc la fonction q 
est donnée par q(2) = 1, q(3) = 4, q(A) = 1 et on obtient une famille minimale de courbes 
de degré 12 et genre 16. On constate donc que la construction triviale effectuée en 5.15 ne 
donne pas la famille de courbes de degré 4 et genre escomptée. 

g) Construction de triades modulaires : variation autour du module H . 

Ce paragraphe reprend la problématique entamée au §d). Rappelons (cf. [MDP1] 
I 3.6) que deux modules gradués sont dits de même type si on passe de l'un à l'autre 
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par un changement de variables linéaire dans R. Les exemples suivants, pourtant donnés 
dans le cas modulaire où le module H détermine la triade à psi près (cf. 4.5), montrent 
successivement : 

- qu'étant donnés un module Mq et deux quotients M et M' de même type, les triades 
triviales joignant M et M (resp. M et M') ne sont pas, en général, pseudo-isomorphes, 

- que lorsque le quotient M est fixé, il n'y a pas unicité (à psi près) de la triade 
joignant M et M. 

Exemples 5.19. Considérons le module M = R/(X,Y, Z 2 ,T 3 ) (de dimensions 1,2,2,1 
en degrés 0, 1, 2, 3). Tout quotient M de M qui est un module monogène de dimensions 
1, 1 en degrés 0, 1 est de la forme Rj [X, Y, XZ + fiT, Z 2 , ZT, T 2 ) et tous ces modules sont 
de même type. 

Il y a deux cas, (/i ^ et \i = 0) qui correspondent au fait que le noyau M\ de la 
projection de Mq sur M est monogène ou non. Dans le premier cas on peut prendre, par 
exemple, M x =< z + t > C M , donc M /M 1 = R/(X, Y,Z + T, Z 2 ) = M. Dans le second 
cas on a M[ =< z, t 2 > C M , donc M /M[ = R/(X, Y, Z, T 2 ) = M'. 

Les triades triviales associées à ces quotients sont respectivement déterminées par les 
modules 

H = Ra/ (X, Y, a[Z + T), Z 2 , T 3 ) et H' = R A /(X,Y,aZ, Z 2 ,aT 2 ,T 3 ). 

Il est facile de calculer les courbes minimales correspondantes (en déterminant des 
résolutions de ces modules par Macaulay). Dans le cas de H on obtient une famille de 
courbes de degré 7 et genre 4, dans le cas de H' une famille de courbes de degré 11 et 
genre 13. On constate donc que la triade définie par H est meilleure que celle associée à 
H' en ce sens qu'elle donne des familles de courbes de plus bas degré. Nous montrerons 
dans un travail ultérieur que cela est lié au fait que le module Tov\(H, k) (ici isomor- 
phe à Mi = H T ®a k car H T est annulé par a) est monogène, ce qui n'est pas le cas de 
T!ot\{H' ,k) ~ M[. 

Il y a toutefois un moyen d'obtenir, en partant de ce même sous-module M[ =< z, t 2 > 
et du quotient M' = Mq/M{, une triade donnant elle aussi une famille de courbes de degré 
7 et genre 4, mais il faut utiliser cette fois une triade non triviale. Précisément, on considère 
le itU-module H" = Ra/ (X, Y, aZ, Z 2 + aT 2 , T 3 ) qui est, en quelque sorte, une variante 
compactée de H. La triade définie par H" joint M' = M /M[ et M comme celle donnée 
par H', mais ces triades sont distinctes car les foncteurs associés le sont (H' est un quotient 
propre de H"). On vérifie facilement que la famille minimale associée à H" est encore de 
degré 7 et genre 4. La différence entre ces deux triades se voit au niveau des sous-modules 
de torsion H' T et H". Ces modules sont tous deux engendrés par les images de Z et T 2 , 
mais H' T est annulé par a tandis que H" est annulé seulement par a 2 . Cela peut encore 
se traduire, comme ci-dessus, par le fait que le module Tor^(iï", k) est monogène, tandis 
que Tor A (H', k) ne l'est pas. 

h) Constructions de triades à partir d'un sous-quotient : bis. 

Ce paragraphe reprend la problématique du §d) au cran suivant : on suppose 
qu'on a déterminé (à partir d'un sous-quotient M de Mq) deux it^-modules C et H 
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compatibles. On suppose C de torsion et on cherche une triade majeure élémentaire 
L. = L\— ULq-^Iv_i qui admette C et H comme conoyau et cœur. On a vu au para- 
graphe a) qu'un élément u de Ext Ra (C, H) fournit une telle triade, pourvu que l'image 
9{u) de cet élément dans Ext ^(Tor f (C, k), H <S>a k) (cf. 5.5) corresponde à l'extension 
M de M_i par J. 

Comme au paragraphe a) on considère une résolution libre graduée de C : 

(*) • • • - p 3 ^p 2 ^ Pl ^ Po _> c - 

et l'élément -u de Ext ^ (C, i2") correspond à un morphisme u : P2 — > H' vérifiant = 
(modulo ceux qui proviennent de Pi). 

Exemple 5.20. On reprend l'exemple 1.35.C. On a C = k, H = k(— 2) et la résolution de 
C est donnée par le complexe de Koszul. On a P2 = Ra(~ 1) 4 ©Pa( — 2) 6 , donc u : P2 ^ H 
correspond à un élément de k 6 . Comme les flèches de cette résolution sont à coefficients 
dans l'idéal (a, X, Y, Z, T) = (a, U) la condition UÔ2 = est automatique. Il y a deux cas 
opposés (qui correspondent à ceux envisagés en 1.35.c) : u = et u 7^ 0, donc surjectif. 

1) Dans le cas u = on trouve la triade suivante (en notation chiffrée) : 

1 4 ,2 6 ©2,3 4 ^0,1 4 ©2^0, avec d = (a,U,0) et 

/ U 0\ 



-al 4 V 
V a Uj 



où U, V sont les matrices usuelles de Koszul. C'est la triade majeure associée à la deuxième 
triade de 1.35.C. Le noyau de cette triade est de rang 10. 

La famille minimale de courbes associée a une résolution : 

2 2 ,3 4 ,4 3 ^ [1 4 ,2 7 ,3 4 ^0, 1 4 ,2^0] 

où la notation correspond à une résolution — > P — > iV — > Ic(^) ^ avec P = 2 2 ,3 4 ,4 3 
et pour iV le noyau d'une triade l 4 , 2 7 , 3 4 — > 0, l 4 , 2^0. Le décalage h est ici égal à 4 et 
la résolution est équivalente, du point de vue de la caractéristique d'Euler, à celle obtenue 
en simplifiant tous les chiffres possibles, c'est à dire (après décalage) 8 3 — > 6 4 . On obtient 
une famille de courbes de degré 24 et genre 65. 

2) Dans le cas surjectif on prend L = P\ et do = Ôq = (a, U), on appelle 
ei, • • • , e4] ei, • • • , e@ la base de P2 et on choisit u : P2 — * H qui envoie e± sur 1 et les 
autres sur 0. On a alors la suite exacte 

— > Im Ô2 — > Ker u — > Ker w — > 

et il est clair que Ker «est engendré par e\, • • • , e±, 62, ■ • • , eg, Xei, Ye\, Zt\,Tt\. Pour Ker û 
les deux derniers vecteurs sont inutiles car ils sont dans l'image de 82 modulo €2, • • • , 
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On peut donc prendre Li = 1 4 ,2 5 ,3 2 avec la flèche di obtenue en composant l'injection 
canonique de Kerw dans P 2 avec 

V -ah V J 

c'est-à-dire en remplaçant dans ô± la colonne de degré 2 *(0, Y, — X, 0, 0) par les deux 
colonnes de degré 3 : *(0, XY, -X 2 , 0, 0) et *(0, Y 2 , -XY, 0, 0). Cette triade est la triade 
majeure associée à la première triade de 1.35.C. Le noyau de d\ est cette fois-ci de rang 7. 
La famille minimale de courbes associée a pour chiffres 

2 2 ,3 2 ,4 2 -> [1 4 ,2 5 ,3 2 -> 0,1 4 -> 0]. 

Le décalage est 2 et en simplifiant et décalant on obtient une résolution du type 6 2 — > 4 3 
soit une courbe de degré 12 et genre 17. 

Deux remarques s'imposent à propos de cet exemple : 

a) Le cas de l'extension non triviale est meilleur que l'autre (au sens où il donne un 
plus petit décalage). 

b) La famille 12, 17 ainsi obtenue est la meilleure possible car la courbe minimale pour 
le module k © fc(-2) est une 12, 17 , cf. [MDP1] IV 6.10. 

i) L'exemple des courbes de degré 4 et genre ; construction de la triade. 

Nous reprenons ici l'exemple qui nous a servi de fil conducteur tout au long de ce 
paragraphe. Si on part du module Mq = Rj [X, Y, Z, T 3 ) et de son sous-quotient k(— 1) on 
a vu en 5.13 qu'une triade reliant ces modules a pour invariants C = Ra/ (a p , X, Y, Z, T) 
et H = R A (-l)/(X,Y,Z,a n T,T 2 ). On prendra désormais p = n = 1. On a trouvé en 
5.17.3 une triade admettant ces éléments, mais la courbe minimale était de degré 12 et 
genre 16. On cherche donc à construire une autre triade dont la famille minimale soit de 
plus petit degré. 

La résolution de C est toujours donnée par le complexe de Koszul, comme en 5.20. 
On a donc, en particulier P 2 = l 4 , 2 6 et on s'intéresse aux u : P 2 — > H. 

On note tout d'abord que la contrainte de la proposition 5.14 impose à u d'être 
surjectif. En effet, l'élément 9{u) de Ext Ra J) doit correspondre à Mq et on vérifie 

que cela implique que l'homomorphisme v : P 2 ®a k — > H ®a k induit par u est surjectif, 
donc aussi u par Nakayama. 

On reprend les notations de 5.20 pour la base de P 2 , e±, • • • , e^; e±, • • • , 6q. Il est facile 
de déterminer les u : P 2 — > H surjectifs. On pose u(ei) = ai et u{eî) = bi. En écrivant 
uS 2 = et en travaillant dans H = k[a,T]/(aT,T 2 ) on montre que, si u est surjectif, on 
doit avoir a^ G k* . A changement de base près on peut supposer les autres a« nuls et il y 
a alors deux cas que nous étudions ci-dessous : 

1) le cas où tous les bi sont nuls, 

2) le cas où l'un des bi est non nul et on peut alors supposer que c'est b\. 

1) Le premier exemple va redonner la triade triviale, donc, cf. 5.18.3, une courbe 
(12, 16). On définit u en envoyant sur 1 dans H et les autres sur 0. On a bien uô 2 = 
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(car la ligne de ô 2 qui correspond à e 4 est (0, 0, —X, 0, —Y, —Z, 0, 0, 0, 0) qui est nulle dans 
H). Il est facile de calculer Ker u, qui est engendré par ei, e^-, e^, ei, • • • , e$, Xe^ Ye^, Ze±, 
aTe^, T 2 e±. Dans KerU (i.e. modulo Im^) les vecteurs Xe^ Ye^ Ze^ sont inutiles (car ils 
sont dans Imô~2 modulo ei, €2, es). On prend donc L\ = R\ = l 3 , 2 6 , 2, 3 et on obtient d± 
en composant l'injection Kerw C P2 avec <5i ce qui donne exactement la matrice obtenue 
en 5.17. On note que KerU est de rang 11 et le noyau N de rang 7. 

2) Le deuxième exemple va donner une triade dont la courbe minimale sera la (4, 0) 
tant convoitée. 

On prend ici u{e^) = 1, tt(ei) = —T et les autres nuls. On vérifie UÔ2 = 0. Pour le 
ei la ligne correspondante de 62 est (—a, 0, • • • , 0, T, Z) et aT, T 2 , ZT sont bien nuls dans 
H. On montre que le noyau de û est engendré par les images des (i = 1,2,3), des ej 
(j = 2, 6) et par Te^ + e\. On en déduit R\ = L\ = l 3 , 2 6 , d'où la triade 

L[ = (l 3 , 2 6 Ao, l 4 Ao) avec d' = d = (a, X, Y, Z, T) et 
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On voit que Kerw est de rang 9 et iV de rang 5. 

j) L'exemple des (4,0) ; construction de la famille de courbes. 

On calcule (en utilisant Macaulay) une résolution minimale du noyau iV de la triade 
L[ construite en i). On obtient ainsi la matrice s : 2 2 , 3 6 , 4 2 — > l 3 , 2 6 avec 



/ 


-z 














-YT 


-Y 2 


aT 2 -XY 












-z 











-XT 


aT 2 +XY 


X 2 









X 


Y 



























a 





T 





-Y 

























— Z 








aY 





-a 2 T 


-Y 2 


-aT 2 -XY 







a 





T 


X 




























-Z 





-aX 


-a 2 T 





-aT 2 +XY 


X 2 










X 


Y 


-aT 































-Z 





-aY 


-aX 


—YT 


— XT 



\ 



V / 



57 



On trouve «2 = 2, /3 2 = 1 et 60 = 1 ; puis «3 = 5, /?3 = 4, donc la fonction q est donnée 
par g(2) = 1 et ç(3) = 3 et on obtient une famille de courbes C avec la résolution : 

-> P 3 (-2) © C P 3 a (-3) 3 -> JV -> Je -> 

avec -> AT -> P 3 (-1) 3 © P 3 (-2) 6 -> Cp^ © Cp^ (-1) 4 -> Cp^ -> 0. 

Il s'agit d'une famille de courbes de degré 4 et genre 0, dont la courbe générique a la 
cohomologie d'une courbe de bidegré (1, 3) sur une quadrique et la courbe spéciale celle de 
la réunion disjointe d'une cubique plane et d'une droite. Une conséquence de l'existence 
de cette famille est le théorème suivant (il s'agit du troisième exemple de l'introduction) : 

Théorème 5.21. Le schéma de Hilbert H^q des courbes localement Cohen-Macaulay 
de degré 4 et genre de P 3 est connexe. 

Démonstration. On sait, cf. [MDP4] ou [El], que le schéma de Hilbert est réunion de 
deux sous-schémas irréductibles H\ (ouvert) et H2 (fermé), tous deux de dimension 16 avec 
les cohomologies des deux types évoqués ci-dessus. L'existence de la famille de courbes 
construite ci-dessus atteste qu'il y a un point t de H2 dans l'adhérence de H\. Alors, H^q 
est l'union des deux connexes H\ et H2 qui ont une intersection non vide. Il est donc 
connexe. Bien entendu, comme les dimensions sont égales H2 est seulement sous-adhérent 
à Hi (i.e. Hi D H 2 7^ et non Hi C H 2 ). Les courbes de H 2 réunions disjointes d'une 
cubique plane et d'une droite ne sont pas dans l'adhérence de H\ (car ce sont des points 
lisses du schéma de Hilbert). Les courbes de H2 qui sont dans l'adhérence de H\ sont non 
réduites, cf. [MDP4] 0.6 et 5.22 ci-dessous. 

Remarque 5.22. On peut expliciter une famille du type ci-dessus : on prend la réunion 
des courbes d'idéaux 

J a = (X 2 ,XY,Y 2 ,X -oY) et J = (X 2 , XZ, Z 2 , XY - ZT). 

Elle est définie par l'idéal I a de Ra '■ 

I a = (X 2 , XYZ, Y 2 Z 2 , XY 3 - Y 2 ZT, XZ 2 - oYZ 2 , -XZT - aXY 2 + aY ZT) 

et on vérifie qu'il s'agit bien d'une famille plate de courbes de degré 4 et genre de la 
forme annoncée. 

Remarque 5.23. Les deux triades considérées ci-dessus (cf. f)) qui joignent toutes deux 
les modules k{— 1) et R/ (X, Y, Z, T 3 ) ne sont pas pseudo-isomorphes car les courbes mini- 
males associées ne sont pas les mêmes (cf. 3.11). En revanche on peut montrer en utilisant 
les méthodes évoquées en 1.36 que les foncteurs associés sont les mêmes ce qui fournit un 
nouvel exemple du type de 1.35.C. 

Remarque 5.24. Dans le cas général on ignore si le schéma de Hilbert Hd,g est connexe. 
C'est vrai pour d = 2 (il est irréductible) et Nollet l'a montré pour d = 3, cf. [N]. La notion 
de triade peut être une voie d'accès à ce problème. Ainsi, S. Aït-Amrane a montré par 
cette méthode que le schéma de Hilbert des courbes de degré d et de genre (d — 3)(d — 4)/2 
est connexe, généralisant le cas de iÏ4,o, cf. [AA]. 
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